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Введение 

 

Пособие «Интегральное исчисление функции многих пере-

менных» является шестой частью комплекса пособий по курсу 

«Математический анализ» для студентов физических факульте-

тов вузов. В нем рассматриваются криволинейные интегралы 

1  и 2-го рода, двойные и тройные интегралы, поверхностные 

интегралы 1 и 2-го рода, элементы векторного анализа, а также 

интегралы, зависящие от параметра. 

Весь материал разбит на части, соответствующие одному 

практическому занятию. В каждое занятие включены некоторые 

сведения из теории (основные определения и теоремы без дока-

зательств), решение типовых примеров, задания для аудиторной 

и домашней работ. Отдельно приведены индивидуальные до-

машние задания. Сформулированные в пособии задания разли-

чаются по трудности решения, что позволяет адаптировать 

сложность задания к уровню подготовки студента.  

Содержание пособия соответствует учебной программе по 

математическому анализу для физических специальностей и свя-

зано с курсом лекций. 

При подборе задач авторами использованы различные источ-

ники, в том числе «Сборник задач и упражнений по математиче-

скому анализу» Б. П. Демидовича (1990), «Математический ана-

лиз в вопросах и задачах. Функции нескольких переменных» 

В. Ф. Бутузова (1988), «Сборник индивидуальных заданий» 

А. П. Рябушко (1991). 

Пособие может быть использовано преподавателями при 

проведении практических занятий и студентами в их самостоя-

тельной работе над предметом. 
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Практическое занятие 1 Криволинейные интегралы 1-го 

и 2-го рода 

 

1.1 Определение, свойства, вычисление и приложения криво-

линейного интеграла 1-го рода 

1.2 Определение, свойства, вычисление и приложения криво-

линейного интеграла 2-го рода 

 

1.1 Определение, свойства, вычисление и приложения 

криволинейного интеграла 1-го рода 

О п р е д е л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  

1  г о  р о д а . Пусть функция  ;f x y  определена и ограничена в 

точках  yx;  гладкой или кусочно-гладкой кривой AB , лежащей 

в плоскости Oxy . Разобьем кривую AB  точками 

BMMMA n  ...10
 на n  частичных дуг 1l , 2l , ... , 

nl , 

длины которых равны 1l , 2l , ... , 
nl . Выберем на каждой ча-

стичной дуге k
l , 1,2,...,k n  точку  ;

k k k
C    (рисунок 1. 1). 

 

 
Рисунок 1. 1 – Разбиение кривой AB  

для определения криволинейного интеграла 1-го рода 

 

Сумма  

 
1

;
n

k k k

k

S f l 


        (1.1) 

называется интегральной суммой для функции  yxf ; , опреде-

ленной на кривой AB . 
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Обозначим 
1

max
k

k n
l

 
   

Криволинейным интегралом первого рода называется предел 

(если он существует) интегральной суммы (1.1) при 0  и 

обозначается  

 
AB

dlyxf ; =  
0

1

lim ;
n

k k k

k

f l


 




 . 

Подынтегральная функция  yxf ;  называется интегрируе-

мой вдоль кривой AB , сама кривая AB  – контуром интегриро-

вания, A  и B  – начальной  и конечной точками интегрирования, 

dl  – дифференциал дуги. 

Т е о р е м а  1  ( с у щ е с т в о в а н и е  к р и в о л и н е й н о г о  

и н т е г р а л а  1 - г о  р о д а )  Если функция  yxf ;  непрерывна 

в каждой точке гладкой кривой AB , то криволинейный инте-

грал  
AB

dlyxf ;  существует, и его величина не зависит от спо-

соба разбиения кривой на части и выбора  точек на них. 

С в о й с т в а  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  

р о д а . Криволинейный интеграл 1-го рода обладает следующи-

ми свойствами: 

– Ldl

AB

 , где L  – длина кривой AB ; 

– (линейность) если   и   — произвольные постоянные 

числа, функции  yxf ;  и  yxg ;  интегрируемы на кривой AB , 

то функция    yxgyxf ;;    тоже интегрируема на кривой 

AB  и справедливо равенство: 

         

ABABAB

dlyxgdlyxfdlyxgyxf ;;;;  ; 

– (аддитивность) если кривая AB  состоит из двух частей 

AC  и CB , CBACAB  , имеющих одну общую точку, на 

каждой из которых  yxf ;  интегрируема, то функция  yxf ;  

также интегрируема на кривой AB  и справедлива формула: 

      

CBACAB

dlyxfdlyxfdlyxf ;;; ; 



 7 

– (оценка интеграла) если на кривой AB  имеет место нера-

венство   Myxf ; , то  

  LMdlyxf

AB

 ; , 

где L  – длина кривой AB ; 

– (монотонность) если для точек кривой AB  выполнено не-

равенство    yxgyxf ;;  , то 

    

ABAB

dlyxgdlyxf ;; ; 

– криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от направле-

ния обхода кривой AB :  

    

BAAB

dlyxfdlyxf ;; . 

В ы ч и с л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  

р о д а .  Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода сво-

дится к вычислению определенного интеграла. 

П а р а м е т р и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  

и н т е г р и р о в а н и я .  Пусть кривая AB  задана параметриче-

скими уравнениями 

 txx  ,  tyy  ,   ,t , 

где  tx  и  ty  – непрерывно дифференцированные функции па-

раметра t , причём точке A  соответствует t , точке B  – зна-

чение t ,     0''
22

 tytx . 

Тогда дифференциал длины дуги равен: 

      dttytxdl
22

''   

и криволинейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле: 

           





dttytxtytxfdlyxf

AB

22
'';; .    (1.2) 

П о л я р н о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  и н т е г р и р о -

в а н и я .  Пусть кривая AB  задана в полярных координатах 

уравнением 

 rr  ,   , 
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и  r  имеет непрерывную производную  r   на   ; .  

Тогда дифференциал дуги равен   drrdl
22   и криво-

линейный интеграл 1-го рода вычисляется по формуле: 

           





 drrrrfdlyxf

AB

22
'sin;cos; .  (1.3) 

Я в н о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  и н т е г р и р о в а -

н и я .  Пусть кривая AB  задана уравнением  xyy  , bxa  , и 

 xy  имеет непрерывную производную  xy  на отрезке  ba; . 

Дифференциал дуги имеет вид   dxxydl
2
'1  и справед-

ливо равенство 

       

b

aAB

dxxyxyxfdlyxf
2
'1;; .    (1.4) 

Аналогично определяется криволинейный интеграл 1-го рода 

для функции 3-х переменных по пространственной кривой AB : 

 
AB

dlzyxf ;; . 

Для вычисления криволинейного интеграла 1-го рода от 

функции  ; ;f x y z  по пространственной кривой AB , заданной 

параметрическими уравнениями  txx  ,  tyy  ,  tzz  , 

  ,t , справедлива формула: 

 

               





dttztytxtztytxfdlzyxf

AB

222
''';;;; .  (1.5) 

П р и л о ж е н и я  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  

р о д а .  Криволинейный интеграл 1-го рода используется  для 

вычисления: 

– длины кривой 



AB

dlL ;         (1.6) 
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– площади цилиндрической поверхности, направляющей ко-

торой служит кривая AB , лежащая в плоскости Oxy , и образу-

ющая параллельна оси Oz   

 

AB

dlyxfS ; ;       (1.7) 

– массы материальной кривой AB  с плотностью  ;x y  

 
AB

dlyxm ; ;       (1.8) 

– статических моментов и координат центра тяжести ма-

териальной кривой AB  с плотностью  ;x y  относительно осей 

Ox  и Oy   

 

AB

x dlyxyM ; ,   

AB

y dlyxxM ; ; 

m

M
x

y
0 ,   

m

M
y x0 ; 

 

 

(1.9) 

– моментов инерции материальной кривой AB  с плотностью 

 ;x y  относительно осей Ox  и Oy , а также начала коорди-

нат  0;0O  соответственно: 

 

AB

x dlyxyI ;
2 ,  

AB

y dlyxxI ;
2 ,

0 x y
I I I   .  (1.10) 

 

1.2 Определение, свойства, вычисление и приложения 

криволинейного интеграла 2-го рода 

О п р е д е л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  

2  г о  р о д а . Пусть в плоскости Oxy  задана непрерывная кри-

вая AB . И пусть функции  yxP ;  и  yxQ ;  определены в каж-

дой точке кривой AB . Разобьем дугу AB  точками 

BMMMA n  ...10
 в направлении от точки A  к точке B  

на n  частичных дуг 1l , 2l , ... , nl , длины которых равны 1l , 

2l , ... , nl . Выберем на каждой частичной дуге 
1k k k

l M M


 , 

1,2,...,k n , точку  ;
k k k

C   . Проекциями дуги 
1k k k

l M M


  на 

оси Ox  и Oy  являются 
k

x  и 
k

y  (рисунок 1. 2). 
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Рисунок 1. 2 – Разбиение кривой AB  

для определения криволинейного интеграла 2-го рода 

 

Сумма  

 
1

; ;
n

k k k

k

P x 


       (1.11) 

называется интегральной суммой по переменной x  для функ-

ции  yxP ; ; сумма  

 
1

; ;
n

k k k

i

Q y 


       (1.12) 

называется интегральной суммой по переменной y  для функ-

ции  yxQ ; . 

Обозначим 
1

max
k

k n
l

 
  . 

Криволинейным интегралом по координате x  по кривой AB  

от функции  yxP ;  называется предел (если он существует) ин-

тегральной суммы (1.11) при 0 : 

   
0

1

; lim ;
n

k k k

kAB

P x y dx P x


 




  .  (1.13) 

Криволинейным интегралом по координате y  по кривой AB  

от функции  yxQ ;  называется предел (если он существует) ин-

тегральной суммы (1.2) при 0 : 

   
0

1

; lim ;
n

k k k

kAB

Q x y dy Q y


 




  .  (1.14) 
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Криволинейным интегралом 2-го рода по кривой AB  от 

функций  yxP ;  и  yxQ ;  называется предел (если он существу-

ет) при 0  интегральной суммы  

   
1

; ;
n

k k k k k k

i

P x Q y   


   , 

и обозначается  

       
0

1

, , lim , ,
n

k k k k k k

kAB

P x y dx Q x y dy P x Q y


   




     .    (1.15) 

Криволинейный интеграл 2-го рода можно записать в виде 

        

ABABAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ;;;; . 

Т е о р е м а  2  ( с у щ е с т в о в а н и е  к р и в о л и н е й н о г о  

и н т е г р а л а  2 - г о  р о д а ) Если кривая AB  гладкая, а функ-

ции  yxP ;  и  yxQ ;  непрерывны на кривой AB , то криволиней-

ный интеграл 2-го рода существует.  

Пусть AB  – замкнутая кривая, т. е. точка A  совпадает с точ-

кой B . Тогда для нее можно определить два направления обхода 

от точки A  к точке B .  Направление обхода замкнутой кривой 

называется положительным, если область, лежащая внутри это-

го контура остается слева по отношению к точке, совершающей 

обход (рисунок 1. 3, а). Противоположное направление называ-

ется отрицательным (рисунок 1. 3, б). 

 

            а) б)  
Рисунок 1.3 – Положительно  (а) и отрицательно (б)  

ориентированный контур 

 

Интеграл по замкнутому контуру   в положительном 

направлении обозначается как  

   


 dyyxQdxyxP ;; .    (1.16) 
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С в о й с т в а  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  

р о д а . Криволинейный интеграл 2-го рода обладает следующи-

ми свойствами:  
– (линейность) если  и   – произвольные постоянные чис-

ла, функции  yxP ;1
 и  yxP ;2

 интегрируемы на кривой AB  по 

переменной x , то функция    yxPyxP ;; 21    также инте-

грируема на дуге AB  по переменной x  и справедливо равенство 

         

ABABAB

dxyxPdxyxPdxyxPyxP ;;;; 2121  . 

Аналогично по переменной y ; 

– (аддитивность) если дуга AB  состоит из двух частей  AC  

и CB , CBACAB  , имеющих одну общую точку, на каждой 

из которых  yxP ;  и  yxQ ; интегрируемы, то функции  yxP ;  

и  yxQ ;  также интегрируемы на дуге AB  и справедлива фор-

мула: 

    
AB

dyyxQdxyxP ;;  

        

CBAC

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ;;;; ; 

– (ориентированность) при изменении направления пути ин-

тегрирования криволинейный интеграл 2-го рода изменяет свой 

знак на противоположный: 

        

BAAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ;;;; ; 

– если кривая AB  лежит в плоскости, перпендикулярной оси 

Ox , то   0; 
AB

dxyxP ; если кривая AB  лежит в плоскости, пер-

пендикулярной оси Oy , то   0; 
AB

dyyxQ ; 

– интеграл по замкнутому контуру не зависит от выбора 

начальной точки, а зависит только от направления обхода кри-

вой. 
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В ы ч и с л е н и е  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  

р о д а .  Вычисление криволинейного интеграла 2-го рода сво-

дится к вычислению определенного интеграла. 

П а р а м е т р и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  

и н т е г р и р о в а н и я .  Пусть кривая AB  задана параметриче-

скими уравнениями 

 txx  ,  tyy  ,   ,t , 

где  tx  и  ty  – непрерывно дифференцированные функции па-

раметра t , причём точке A  соответствует t , точке B  – зна-

чение t ,     0''
22

 tytx . И пусть функции  yxP ;  и 

 yxQ ;  непрерывны на кривой AB . Тогда криволинейный инте-

грал 2-го рода вычисляется по формуле:  

   ' '
AB

P dx Q dy P x t Q y t dt





         .    (1.17) 

Я в н о е  п р е д с т а в л е н и е  к р и в о й  и н т е г р и р о в а -

н и я .  Пусть кривая AB  задана уравнением  xyy  ,   bax ; , 

где функции  xy  и  xy '  непрерывны на отрезке  ba; . Тогда 

криволинейный интеграл 2-го рода вычисляется по формуле: 

       ; ; '

b

AB a

P dx Q dy P x y x Q x y x y x dx      .  (1.18) 

Т е о р е м а  3  ( с в я з ь  м е ж д у  к р и в о л и н е й н ы м и  

и н т е г р а л а м и  1 - г о  и  2 - г о  р о д а )  Пусть 

1) кусочно-гладкая кривая AB , лежит в плоскости Oxy  и за-

дана уравнениями  txx  ,  tyy  , где  tx  и  ty  непрерывно 

дифференцируемые функции на отрезке   ; ,     0''
22

 tytx , 

причем      yxA ; ,      yxB ; ; 

2) функции  yxP ;  и  yxQ ;  кусочно-непрерывны вдоль кри-

вой AB ;  

3) вектор   cos;cos


, единичный касательный вектор к 

кривой AB  в точке  yxM ; , где   и   углы, составляемые с 

осями координат (рисунок 1. 5). 

Тогда имеет место равенство: 
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 cos cos
AB AB

Pdx Qdy P Q dl     .    (1.19) 

 

 
Рисунок 1. 4 – Связь криволинейных интегралов  

1-го и 2-го рода 

 

Для пространственной кривой, заданной параметрическими 

уравнениями  

 x x t ,  y y t ,  z z t , 

где  tx ,  ty  и  tz  непрерывно дифференцируемые функции на 

отрезке   ; ,       0'''
222

 tztytx ,        zyxA ;; , 

       zyxB ;; , криволинейный интеграл 2-го рода вводится 

аналогично плоскому случаю: 

      

AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ;;;;;; .    (1.20) 

При этом формула, выражающая связь между криволиней-

ными интегралами 1-го и 2-го рода имеет вид: 

AB

Pdx Qdy Rdz    cos cos cos
AB

P Q R dl    ,  (1.21) 

где   cos;cos;cos


, единичный касательный вектор к 

кривой AB  в точке  zyxM ;; ,  ,  ,  углы, составляемые   с 

положительными направлениями осей координат, причем 

направление вектора 


 соответствует направлению движения от 

точки A  к точке B . 
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П р и л о ж е н и я  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  

р о д а .  Криволинейный интеграл 2-го рода используется для 

вычисления: 

– работы силы F


 по перемещению материальной точки 

вдоль кривой AB  от точки A  до точки B : 

      

AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA ;;;;;; ,   (1.22) 

где  zyxP ;;  и  zyxQ ;; ,  zyxR ;;  проекции силы F


 на коор-

динатные оси Ox , Oy , Oz  соответственно; 

– площади плоской фигуры , ограниченной замкнутым конту-

ром  : 




 xdyS , 


 ydxS , 


 ydxxdyS
2

1
.   (1.23) 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Что называется интегральной суммой для функции  yxf ; , 

определенной на кривой AB ? 

2 Дайте определение криволинейного интеграла 1-го рода. 

3 Перечислите свойства криволинейного интеграла 1-го рода.  

4 Что общего и какие различия между свойствами криволи-

нейного интеграла 1-го рода и определенного интеграла? 

5 Как вычисляется криволинейный интеграл 1-го рода в сле-

дующих случаях задания плоской кривой: а) в параметрическом 

виде; б) в полярных координатах; в) в явном виде? 

6 Перечислите геометрические и физические приложения 

криволинейного интеграла 1-го рода? 

7 Сформулируйте определения:  

а) интегральных сумм для криволинейного интеграла 2-го ро-

да; 

б) криволинейного интеграла 2-го рода. 

8 Перечислите основные свойства криволинейного интеграла 

2-го рода. 

9 Как вычисляется криволинейный интеграл 2-го рода в слу-

чаях: а) параметрического задания; б) явного задания кривой 

интегрирования? 
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10 Сформулируйте теорему, выражающую связь между кри-

волинейными интегралами 1 и 2-го рода. 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить интеграл 
AB

dly
2 , где  

 









2

0,sin,cos;


ttaytaxyxAB . 

Р е ш е н и е . Подставляя вместо x  и y  их параметрические 

представления, имеем: 

tay
222

sin , 

    dtatatadl 
22

cossin . 

Тогда по формуле (1.2) получим: 

 
3 32 2 2

2 3 2

0 0 0

sin 2
sin 1 cos 2

2 2 2
AB

a a t
y dl a t dt t dt t

  

 
      

 
  

3

4

a 
. 

2 Вычислить интеграл   

AB

dlyx , где 

 









2

0,2sin,sin,cos;


 rryrxyxAB . 

Р е ш е н и е . Подставляя вместо x  и y  их представления в 

полярных координатах, имеем: 

r

dd
ddl











 

2sin2sin

2cos
2sin

2

. 

Тогда по формуле (1.3) получим 

      2cossincossin

2

0

2

0

 






 d
r

d
rrdlyx

AB

. 

3 Вычислить интеграл 
AB

ydl , где  
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      2
; 2 от точки до точки AB x y y x O 0;0 M 2;2  . 

Р е ш е н и е . Имеем: 

xy 2 ,  
x

y
2

1
' ,  dx

x
dl

2

1
1 . 

Тогда по формуле (1.4) получим: 

   
2

0

2

3
2

0

2

0

12
3

1
12

2

1
12 xdxxdx

x
xydl

AB

 

 155
3

1
 . 

4 Вычислить интеграл  

AB

xydyxdx , где  

  2 2
; 1, 0, 0AB x y x y x y     . 

Р е ш е н и е . Перейдем к параметрическому заданию окруж-

ности: 









,sin

,cos

try

trx
 

где 1r  и 
2

0


 t . Точке A  соответствует значение параметра 

0t , а точке B  – значение 
2


t . Тогда   ttx sin'   и 

  tty cos'  . Подставим в формулу (1.2) 

   
2

0

cossincossincos



dttttttxydyxdx

AB

 

 
2

0

32

0

22

0

2
2

0
3

cos

2

cos
sincossincos



tt
tdtttdtt  

6

1

3

1

2

1
 . 

5 Вычислить интеграл   

AB

xydydxyx
2 , где (рисунок 1. 6) 
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а)   ; , 0 1AB x y y x x    , 

б)   2
; , 0 1AB x y y x x    , 

в)  
     

ломаная, проходящая 
;

через точки A 0;0 , 1;0 , 1;1
AB x y

C B

  
  
  

. 

 

 
Рисунок 1. 5 – Различные кривые AB  

 

Р е ш е н и е . а) по формуле (1.18) имеем: 

    























 
1

0

22
1

.10

,1'

,

dxxxxx

x

y

xy

xydydxyx

AB

 

 
6

7

2

1

3

2

2

1

3

2
2

1

0

23

1

0

2









  xxdxxx ; 

б)     























 
1

0

222

2

2
2

.10

,2'

,

dxxxxxx

x

xy

xy

xydydxyx

AB

 

 
15

16

5

2

3

2

5

2

3

2
22

1

0

53

1

0

42









  xxdxxx ; 

в) используя свойство аддитивности криволинейного инте-

грала, имеем: 



 19 

       
CBACAB

xydydxyxxydydxyxxydydxyx
222  

    











 

1

0

1

0

2
1010

.10,1:

,10,0:
ydyydxx

yxCB

xyAC
 

6

5

2

1

3

1

23

1

0

2
1

0

3


yx

. 

6 Найти массу материальной дуги линии 1
2
 xy  между 

точками  1;0A  и  2;1B , если линейная плотность в каждой точ-

ке  yxM ;  пропорциональна абсциссе этой точки 

Р е ш е н и е . Выражение для плотности имеет вид 

  xkyx ; , где k  – коэффициент пропорциональности. Тогда 

по формуле (1.8) находим 

   
1 1

2 2 2

0 0

; 1 4 1 4 1 4
8

AB

k
m x y dl k x x dx x x d x          

   155
12

2

3

41

8

1

0

2

3
2





kxk

. 

7 Вычислить длину дуги линии tx  , 2

2

2
ty  , 3

3

1
tz   при 

10  t . 

Р е ш е н и е . Имеем 1
'
tx , tyt 2

'
 , 2'

tzt  . 

Тогда 

 dttdtttzyxdl ttt

2422'2'2'
121  . 

Значит, по формуле (1.6) длина дуги равна 

 
3

4

3
1

1

0

31

0

2














 

t
tdttdlL

AB

. 

8 Найти работу, производимую силой jxyixF



6

4  вдоль 

дуги кривой 3
xy   от точки  0;0A  и  1;1B . 
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Р е ш е н и е . По условию   6
4; xyxP  ,   xyyxQ ; . Подстав-

ляя в формулу (1.22) для вычисления работы, получим 

17344
1

0

7

1

0

6

1

0

2366
  xxdxxxxdxxxydydxxA

AB

. 

9 Вычислить площадь, ограниченную эллипсом 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения эллипса имеют вид 

tax cos , tby sin , 20  t . 

Отсюда dttadx sin , dttbdy cos . 

Тогда по формуле (1.23) искомая площадь равна 

 
2

0

22
sincos

2

1

2

1
dttabtabydxxdyS

L

 

  

2

0

22
sincos

2

1
dtttab ab . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода: 

а) ydl


 ,  где   – отрезок прямой xy   между точками 

 0;0A  и  1;1B ; 

б) 
3

2

x
dl

y


 , где   – дуга линии 1xy  между точками  1;1A  и 










2

1
;2B ; 

в) 
2

y dl


 , где   – дуга линии yx ln  между точками  1;0A  и 

 eB ;1 ; 

г) 
3

2

sin

1 sin

x
dl

x 
 , где   – дуга линии xy cos , 

2
0


 x ; 



 21 

д) 4
sin cosx x dl



 , где   – дуга линии xy sinln , 
34


 x ; 

е) 2 2
x y dl



 , где   – верхняя половина кардиоиды 

2(1 cos )r   ; 

ж) 2
x ydl



 , где   – дуга астроиды 
3

4cosx t , 3
4siny t , 

2
0


 t . 

2 Вычислить криволинейные интегралы 2-го рода по данной 

линии в указанном направлении: 

а) 3

2
sin

dy
x dx

y


 , где   – дуга линии xy ctg , 
3

0


 x ; 

б)  3 2
x y dx xydy



  , где   – дуга линии x
y 2  между точ-

ками  1;0A  и  2;1B ; 

в)  2
3x ydy x y dx



   , где   – дуга линии 2
xy   от точ-

ки  0;0A  до  1;1B ; 

г) 2
y dx xydy



 , где   – дуга эллипса 2cosx t , siny t , 

2
0


 t ; 

д) ydx xdy


 , где   – дуга астроиды 
3

2cosx t , 3
2siny t , 

2
0


 t ; 

е) 2 2
y dx x dy



 ,  где   – первая арка циклоиды 

 3 sinx t t  ,  3 1 cosy t  , 20  t ; 

ж) вычислить      y z dx x z dy x y dz


     ,  : 
2

tx  , 

4
ty  , 6

tz  , 10  t ; 
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и) вычислить zydx zxdy xydz


  ,   – дуга винтовой линии 

tRx cos , tRy sin , 
3

2

t
z


  от точки пересечения с плоско-

стью 0z  до точки пересечения с плоскостью 3z  . 

3 Вычислить длину дуги кривых: 

а) tx  , ty ln2 , 
t

z
1

 , 101  t ; 

б) tx cos6 , ty sin6 , tz 8 , 20  t . 

4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной замкнутым кон-

туром, образованным указанными линиями: 

а) первой аркой циклоиды  2 sinx t t  ,  2 1 cosy t  , 

20  t ; 

б) лемнискатой Бернулли    
2

2 2 2 2
2x y x y   . 

5 Найти массу материальной кривой с заданной плотностью: 

а) 4
4 xy  , 10  x ,   xyxyx 8;

5
 ; 

б)    
2

2 2 2 2
8x y x y   ,   yxyx ; . 

6 Найти массу дуги кривой tx  , 
2

3
2

t
y  , 3

tz  , 10  t , ес-

ли линейная плотность   zxzyx ,, . 

7 Найти работу, производимую силой jYiXF


  вдоль 

указанной линии: 

а) jxyixF


22
 , L  – отрезок между точками  1;0A  и 

 2;1B ; 

б)     jyxiyxF


33
 , L  – ломаная АВС, где  1;1A  и 

 1;3B ,  5;3C ; 

в) j
y

ixF


2

2 1
 , L  – дуга линии 1xy  от  1;1A  и 









4

1
;4B ; 
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г) jxiyF


 , L  – дуга астроиды tax
3

cos , tby
3

sin , 

4
0


 t ; 

д) найти работу A  переменной силы  

    jyxixyF


32
22

  

вдоль эллипса 1
94

22


yx

 от точки  0,2B  до точки  0,2C . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода: 

а) xdl


 , где   – дуга линии 2
2 xy   между точками  2;1A  

и 








2

1
;1B ; 

б) 6
1 x dl



 , где   – дуга линии 4
4 xy   между точками 

 0;0A  и 








4

1
;1B ; 

в) 
2

2

cos

1 cos

x
dl

x 
 , где   – дуга линии xy sin ,  x0 ; 

г) 4
1 cos xdl



 , где   – дуга линии xy tg , 
4

0


 x ; 

д) 2 3
sin cosx x dl



 , где   – дуга линии xy cosln , 
4

0


 x ; 

е) 2 2
4x y dl



  , где   – дуга спирали Архимеда 2r  , 

между точками  0;0A  и  4;2B ; 

ж) 2
xy dl



 , где   – дуга окружности 3cosx t , 3siny t , 

2
0


 t . 
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2 Вычислить криволинейные интегралы 2-го рода по кривой в 

указанном направлении: 

а) 2 2
sin x y dy



 , где   – дуга линии xy cos ,  x0 ; 

б) 
3 3

xdx ydy

x y




 , где   – отрезок от точки  1;1A  до  2;2B ; 

в) 2

3
cos

dy
x dx

y


 , где   – дуга линии xy tg , 
34


 x ; 

г)  2 2
x y dx xydy



  , где   – дуга линии x
ey   между точ-

ками  1;0A  и  eB ;1 ; 

д) 2
xydx y dy



 , где   – дуга кривой 
2

tx  , ty  , 21  t 4 

е) 2 2
x ydx y xdy



 , где   – дуга кривой tx  , 3
ty  , 11  t 4 

ж)    x y dx x y dy


   , где   – дуга окружности 4cosx t , 

4siny t , 
2

0


 t ; 

и) 2 2
2xydx y dy z dz



  ,   – дуга одного витка винтовой ли-

нии tx cos , ty sin , tz 2  от точки  0,0,1A  до точки 

 4,0,1B . 

3 Вычислить длины дуг пространственных кривых: 

а) 3

3

2
tx  , 2

ty  , tz  , 30  t ; 

б) tx ch , ty sh , tz  , 10  t . 

4 Вычислить площади фигур, ограниченных замкнутыми 

контурами, образованными указанными линиями: 

а) 4
xy  , xy 

4 ; 

б) 
3

2cosx t , 3
2siny t , 20  t  (астроида). 

5 Найти массы материальных дуг линий при заданной плот-

ности: 
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а) 3
xy  , 10  x ,   yyx ; ; 

б)  5 sinx t t  ,  5 1 cosy t  , 20  t ,   xyx ; ; 

в) ttx cos , tty sin , tz  , 20  t ; 

      22
2 yxzzyx ,, . 

6 Найти работу, производимую силой jYiXF


  вдоль 

кривой: 

а) jxixF


22
 ,   – дуга линии 2

xy   от  1;1A  и  9;3B ; 

б) jyixF



3

cos ,   – дуга линии xy sin  
2

0


 t ; 

в) j
y

ixF


3

2 1
cos  ,   – дуга линии xy tg  

34


 t ; 

г) найти работу силы  2
,, xxzzyF   вдоль отрезка прямой 

AB :  1,2,0 A ,  0,1,2B . 

Практическое занятие 2 Двойной интеграл 

 

2.1 Определение и свойства двойного интеграла 

2.2 Вычисление двойного интеграла путем сведения к по-

вторному интегралу 

 

2.1 Определение и свойства двойного интеграла 

Пусть G  замкнутая область (замкнутое связное множество) 

пространства 2 ,  ;f x y  – произвольная функция, определен-

ная и ограниченная на этом множестве (рисунок 2. 1).  
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Рисунок 2. 1 – Разбиение множества G  

 

Будем предполагать, что граница области G  состоит из ко-

нечного числа непрерывных кривых,  xy  или  yx . И пусть 

 
1

n

i i
G


 , i j

i j
G G


  , разбиение области G . Обозначим 

iS  

– площадь i
G ,    

,

sup ;
i

i
x y G

d G x y


  – диаметр областей iG , 

 i
ni

Gd



1
max  – мелкость разбиения. В каждой части iG  выбе-

рем произвольную точку  iiiC  ; . Тогда  iif  ;  – значение 

функции в этой точке.  

Сумма  

   



n

i

iiiin SfC
1

;,     (2.1) 

называется интегральной суммой Римана для функции  ;f x y  

на множестве G , соответствующей разбиению   и выбору то-

чек  iiiC  ; . 

Если функция  ;f x y , ограничена на G , то для любого раз-

биения  iG  , ni ,...,2,1 , определены числа: 

 
 yxfm

iGyx
i ;inf

; 
 , 

 
 yxfM

iGyx
i ;sup

; 

 . 
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Суммы 



n

i

ii Sms
1

 , 



n

i

ii SMS
1

  называются нижней 

и верхней суммами Дарбу, соответствующими разбиению  . 

Двойным интегралом от функции  ;f x y  по замкнутой об-

ласти G  называется предел (если он существует) интегральной 

суммы (2.1) при 0 : 

   
0

1

; lim ;
n

i i i

iG

f x y dS f S


 




   ,     (2.2) 

подынтегральная функция  yxf ;  называется интегрируемой на 

множестве G , множество G  – областью интегрирования, x , y  

– переменными интегрирования, dS  – элементом площади. 

Т е о р е м а  1  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  и н т е г р и р у -

е м о с т и )  Если функция  yxfz ;  интегрируема на области 

G , то она ограничена на этом множестве. 

Т е о р е м а  2  ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  и н т е г р и -

р у е м о с т и )  Если функция  yxfz ;  непрерывна в области 

G , то она интегрируема в этой области. 

Т е о р е м а  3  ( к р и т е р и й  и н т е г р и р у е м о с т и  

Д а р б у )  Для того чтобы ограниченная функция была интегри-

руема в замкнутой области  
2

G  , необходимо и достаточно, 

чтобы для любого 0  нашлось такое 0 , что для любого 

разбиения  iG   с мелкостью      выполнялось неравен-

ство   sS . 

Из определения двойного интеграла следует, что для инте-

грируемой на множестве G  функции  ;f x y  предел интеграль-

ных сумм существует и не зависит от разбиения области на ча-

сти. Поэтому, не ограничивая общности, можно разбивать об-

ласть интегрирования G  на части прямыми, параллельными ко-

ординатным осям (рисунок 2. 2). Тогда iii yxS  . Учитывая, 

что dxdydS  , можно записать: 

    

GG

dxdyyxfdSyxf ;; . 
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Рисунок 2. 2 – Разбиение области G  на части прямыми,  

параллельными координатным осям  
 

Основные с в о й с т в а  двойного интеграла аналогичны соот-

ветствующим свойствам определенного интеграла: 

– SdxdydS

GG

  , где S  – площадь области G ; 

– (линейность) если  и   – произвольные постоянные чис-

ла, функции  yxf ;  и  yxg ;  интегрируемые в области G , то 

функция    yxgyxf ;;    тоже интегрируема в G  и спра-

ведливо равенство: 

         

GGG

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ;;;;  ; 

– (аддитивность) если область G  является объединением 

областей 1G  и 
2G , не имеющих общих внутренних точек, на 

каждом из которых  yxf ;  интегрируема, то функция  yxf ;  

также интегрируема в области G  и справедлива формула: 

      

21

;;;

GGG

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ; 

– если в области G  имеет место неравенство   0; yxf , то 

справедливо неравенство 

  0; 
G

dxdyyxf ; 

– (монотонность) если  yxf ;  и  yxg ;  интегрируемы в об-

ласти G  и    yxgyxf ;;   в любой точке   Gyx ; , то  
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    

GG

dxdyyxgdxdyyxf ;; ; 

– если функция  yxf ;  непрерывна в замкнутой области G , 

площадь которой S , то 

  SMdxdyyxfSm

G

  ; ,  

где m  и M  – соответственно наименьшее и наибольшее значе-

ния подынтегральной функции на множестве G ; 

– (теорема о среднем) если функция  yxf ;  непрерывна в 

области G , площадь которой S , то существует такая точка 

 000 ; yxP G , что выполняется неравенство: 

    Syxfdxdyyxf

G

 00 ;; ; 

– произведение интегрируемых в области G  функций есть 

интегрируемая функция; 

– если функция  yxf ;  интегрируема в области G , то функ-

ция  yxf ;  интегрируема в G  и справедливо неравенство: 

    

GG

dxdyyxfdxdyyxf ;; . 

 

2.2 Вычисление двойного интеграла путем сведения к по-

вторному интегралу 

Рассмотрим двойной интеграл по прямоугольнику 

  ; ,D x y a x b c y d      

со сторонами, параллельными осям координат. 

 

Т е о р е м а  1  Пусть  

1) для функции  yxf ;  в прямоугольнике D  существует 

двойной интеграл  
D

dxdyyxf ; ;  
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2) для каждого x  из отрезка  ba;  существует определен-

ный интеграл    
d

c

dyyxfxI ; . 

Тогда существует повторный интеграл 

     














b

a

d

c

b

a

dxdyyxfdxxI ;  и справедливо равенство: 

     














b

a

d

cD

dxdyyxfdxdyyxf ;; .   (2.3) 

Повторный интеграл    











b

a

d

c

dxdyyxf ;  можно записывать в 

виде   
b

a

d

c

dyyxfdx ; . 

Если в теореме 1 поменять ролями x  и y , то существует по-

вторный интеграл   
d

c

b

a

dxyxfdy ;  и справедлива формула 

     

d

c

b

aD

dxyxfdydxdyyxf ;; .  (2.4) 

Пусть  x ,  x  непрерывные на отрезке  ba;  функции и 

   xx     bax ; .  

Область       ; ,G x y a x b x y x       называется 

элементарной относительно оси Oy .  

Область       ; ,G x y y x y c y d       называется 

элементарной относительно оси Ox . Здесь функции  y  и 

 y  непрерывны на отрезке  dc;  и    yy   . 

Т е о р е м а  2  Пусть  
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1) функция  yxfz ;  определена в области 

      1 2
; ,G x y a x b y x y y x     , где  xy1

 и  xy2
 – не-

прерывные функции,    xyxy 21   для любого x  из отрезка 

 ba; ;  

2) существует двойной интеграл  
G

dxdyyxf ; ; 

3) для каждого x  из отрезка  ba;  существует определен-

ный интеграл    
 

 



xy

xy

dyyxfxI

2

1

; .  

Тогда существует повторный интеграл 

   
 

 

  

b

a

xy

xy

b

a

dyyxfdxdxxI

2

1

;  и справедливо равенство 

   
 

 

  

b

a

xy

xyG

dyyxfdxdxdyyxf

2

1

;; .    (2.5) 

Если в теореме 2 поменять ролями x  и y , то существует по-

вторный интеграл  
 

 

 
d

c

xx

xx

dxyxfdy

2

1

;  и справедлива формула 

   
 

 

  

d

c

xx

xxG

dxyxfdydxdyyxf

2

1

;; .    (2.6) 

Если область интегрирования не удовлетворяет условиям 

теоремы 2 (прямые (вертикальные или горизонтальные) пересе-

кают ее границу более чем в двух точках), то необходимо дан-

ную область разбить на части, каждая из которых удовлетворяет 

условиям теоремы 2, и сводить к повторному каждый из соот-

ветствующих интегралов. 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Что называется интегральной суммой функции  ;f x y ?  

2 Какие суммы называются верхней и нижней суммой Дарбу? 
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3 Дайте определение двойного интеграла. 

4 Сформулируйте необходимое и достаточное условия инте-

грируемости функции двух переменных. 

5 В чем суть критерия интегрируемости? 

6 Перечислите свойства двойного интеграла.  

7 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае прямоугольной области. 

8 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае произвольной области. 

9 Как вычислить двойной интеграл по области, не являющей-

ся элементарной? 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле, 

если область G  (рисунок 2. 3) ограничена линиями 2
xy  , 

ax  , 0a , 0y . 

Р е ш е н и е . Областью интегрирования является криволиней-

ная трапеция, ограниченная сверху параболой 2
xy  , снизу – 

осью Ox , справа – прямой ax  , 0a .  

Если внутренний интеграл взять по y , то y  изменяется от 0 

до 2
xy  , а x  изменяется в пределах от 0 до a : 

   
2

0 0

, ,

xa

G

f x y ds dx f x y dy   . 

Если внутренний интеграл взять по x , то x  изменяется от 0 

до x y , а y  изменяется в пределах от 0 до 
2

a : 

   

2

0

, ,

a a

G y

f x y ds dy f x y dx   . 

2 Представить двойной интеграл  ,
G

f x y dxdy в виде по-

вторного интеграла при разных порядках интегрирования по x  и 

по y , если область G  ограничена линиями xy 2 , 0x , 

3 xy  (рисунок 2. 4). 
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Р е ш е н и е . Областью интегрирования является треугольник 

с вершинами  0;0O ;  3;0A ;  2;1B . 

 

  
Рисунок 2. 3 – Область ин-

тегрирования для типового 

примера 1 

Рисунок 2. 4 – Область ин-

тегрирования для типового 

примера 2 

 

Если внутренний интеграл взять по y , то область G  рас-

смотрим как криволинейную трапецию, ограниченную слева 

прямой 0x , справа – прямой 1x ; снизу – прямой xy 2 , 

сверху – прямой 3 xy . Отсюда 0 1x  , xyx  32 . По-

этому пределы расставятся следующим образом: 

   
1 3

0 2

, ,

x

G x

f x y dxdy dx f x y dy



    

Если внутренний интеграл будем брать по x , то область G  

разбивается прямой 2y  на две непересекающиеся области: 

 1
; 0 , 0 2

2

y
G x y x y x

 
     
 

,  

  2
; 0 3 , 2 3G x y x x y      . 

Используя свойство аддитивности интеграла, получим: 

     
1 2

, , ,
G G G

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy      

   
32 32

0 0 2 0

, ,

y

y

dy f x y dx dy f x y dx



     . 

3 Вычислить двойной интеграл 2

G

x ydxdy  по области, огра-

ниченной линиями 0y , 3
2xy  , 3 yx . 
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Р е ш е н и е . Область интегрирования G  состоит из двух не-

пересекающихся областей 1
G  и 

2
G  (рисунок 2. 5). 

 
Рисунок 2. 5 – Область интегрирования 

 для типового примера 3 
 

Рассмотрим различный порядок интегрирования. Сначала 

вычислим внешний интеграл по переменной x . В этом случае 

исходный интеграл сводится к вычислению двух интегралов по 

областям 

  3

1
; 0 1, 0 2G x y x y x     ,  

  2
; 1 3, 0 3G x y x y x      . 

Тогда 






xx

G

ydyxdxydyxdxydxdyx

3

0

2

3

1

2

0

2

1

0

2

3

 

Изменив порядок интегрирования, получим: 

  3
1

; 0 2, 3
2

G x y y y x y
  

      
  

. 

Тогда  

3 3

332 2 3

2 2

0 0/ 2 / 2
3

yy

G y y

x
x ydxdy dy x ydx ydy


 

    
 

   

   









2

0

3

2
3

3

1
dy

y
yy  










2

0

32

2
92727

3

1
dy

y
yyyy  
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45

154

30

275

4

9

5

1

2

27

3

1
2

0

3452









 yyyy . 

4 Вычислить 
 

2
1G

dxdy

x y 
 , еслиG  – прямоугольник 

 1 2,0 1G x x y     . 

Р е ш е н и е . Относительно переменных xy   и y  интегралы 

 


2
1yx

dx
 и 

 


2
1yx

dy
 табличные, поэтому двойной инте-

грал сведем к следующему повторному: 

   

 

 












1

0

2

2

1

1

0

2

2

1

2
1

1

11 yx

yxd
dx

yx

dy
dx

yx

dxdy

D

 

1
2

1 0

1

1
dx

x y

  
   
    


2

1

1 1

2 1
dx

x x

 
   

  
  

     2

1
ln 2 ln 1x x     

3 3 9
ln 4 ln3 ln3 ln 2 ln ln

4 2 8


     


. 

5 Вычислить 
2 2

G

xdxdy

x y , где G  – область, ограниченная пара-

болой 2

2

1
xy   и прямой xy  . 

Р е ш е н и е . Найдем точки пересечения параболы и прямой: 












































xy

xx

xy

xx

xy

xx

xy

xy 2;002
2

1

2

1
21

222

 

Получаем точки:  0;0O  и  2;2A  

Итак, снизу область G ограничена параболой 2

2

1
xy  , сверху 

– прямой xy  : 

21
0 2,

2
G x x x y x

 
     
 

. 
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Отсюда получаем: 

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

1 10 0

2 2

x x

G
x x

xdxdy xdy dy
dx xdx

x y x y x y
  

        















 

2

0 2

1 2
arctg dx

x

y

x

x x

x

















2

0 2

1 2
arctg dx

x

y x

x
 


















 

2

0

2

0
2

arctg
42

arctgarctg dx
x

dx
x

x

x 
 
























 
xvdxdv

x

dx
du

x
u

dx
x

x
,

4

2
,

2
arctg

2
arctg

4

2

2

0

2

0


 

 






















 

2

0

2

22

0

2

2

0
4

4
1arctg2

24

2

2
arctg

4 x

xd

x

xdxx
x


 

  2ln
4

8
ln4ln8ln4ln

22

2

0

2
 x


. 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь-

нику: 

а) 
2

G

xdxdy

y ,   ; 1 2,4 6G x y x y     ; 

б)  2 2

G

x y dxdy ,   ; 0 1,0 1G x y x y     . 

2 Расставить пределы интегрирования в  повторном интегра-

ле, к  которому сводится двойной интеграл  
G

dxdyyxf ;  от 

функции  yxf ; , непрерывной в указанной области: 

а) G  ограничена линиями 2
xy  , 4y ; 

б) G  определена неравенствами 9
22
 yx , 3 yx . 

3 Вычислить интегралы: 
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а)   

G

dxdyyx , G  ограничена линиями 2
2 xy  , 

12  xy ; 

б)   

G

dxdyyx sin2cos , G  ограничена линиями 0x , 

0y , 044  yx ; 

в)   

G

dxdyyx 2
2 , G  ограничена линиями 2

y x , 4y  ; 

г) 
G

dxdy
y

x
2

2

, G  ограничена линиями 
x

y
1

 , xy  , 2x ; 

д)   

G

dxdyxyyx
32

86 , G  ограничена линиями 2
2x y  , 

3 2
y x ; 

е) 

 


G yx

xdxdy

2

3
22

1

, G  ограничена линиями 2 2
1x y  , 0x  , 

0y   (первая четверть). 

4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно изобразив на рисунке область интегрирования: 

а)  
32

2

4

0 2

,

x

x

dyyxfdx ;     г)  
x

x

dyyxfdx

1

2

1

, ;  

б)  




2

2

1

2

,

x

x

dyyxfdx ;     д)  


x

xx

dyyxfdx

2

4

4

0 2

, ;  

в)  
 x

x

dyyxfdx

7

6

6

1

, ;   е)  

 






2

2

1

1
2

1

1

0

,

x

x

dyyxfdx . 

 

Задания для домашней работы 

 



 38 

1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь-

нику: 

а) 
D

x

ydxdy
2

,   ; 2 4,6 8G x y x y     ; 

б)   

D

dxdyyxy
32

43 ,   ; 0 1,1 2G x y x y     . 

2 Расставить пределы интегрирования в  повторном интегра-

ле, к  которому сводится двойной интеграл  
G

dxdyyxf ;  от 

функции  yxf ; , непрерывной в указанной области: 

а) G  ограничена линиями 2
2
 xy , 23

xy  , G  ограниче-

на линиями 4
22
 yx , 2

2 xxy  , 0x  ( 0x , 0y ); 

б) G  определена неравенствами 1
22
 yx , 14

22
 yx . 

3 Вычислить интегралы: 

а)   

G

dxdyyx3 , G  ограничена неравенствами 9
22
 yx , 

3
3

2
 xy ; 

б)   

G

dxdyyxsin , G  ограничена линиями  0x , 
2


y , 

xy  ; 

в)  dxdyyx

G

  2 , G  ограничена линиями 5x , 4
2

 xy ; 

г)   

G

dxdyyx
2 , G  ограничена линиями 2

xy  , xy 
2 ; 

д)  









G

dxdyyxyx
4422

3

50
3 , G  ограничена линиями 1x , 

3 xy  , 3
xy  ; 
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е) 
G

dxdy
xy

y
2

sin
2

, G  ограничена линиями 0x , y , 

xy  ; 

ж)  

D

dxdyyx
22 , где G  – треугольник ABC :  0;0A , 

 1;1B ,  1;1C . 

4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно изобразив на рисунке область интегрирования: 

а)  





x

x

dyyxfdx

2

1
4

2

6 2

, ;       в)  
xe

dyyxfdx

ln

01

, ; 

б)  




2
11

2

1

0

,

y

y

dyyxfdy ;       г)  
x

dyyxfdx

0

1

0

, . 
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Практическое занятие 3 Замена переменных в двойном 

интеграле 

 

3.1 Криволинейные координаты 

3.2 Замена переменных в двойном интеграле 

3.3 Полярные координаты 

3.4 Геометрические и физические приложения двойных инте-

гралов 

 

3.1 Криволинейные координаты 

Взаимно однозначное отображение  

 yxuu ; ,  yxvv ; ,   (3.1) 

открытого множества 2

xy
G   на множество * 2

uv
G   ставит в 

соответствие каждой точке   Gyx ;  пару чисел   *
; Gvu  . По-

этому данное отображение можно рассматривать как переход к 

новым координатам u  и v  точки  yx;  одной и той же плоско-

сти G . В этом случае множество *
G  представляет собой множе-

ство пар новых координат точек множества G . 

Обратный переход от координат u  и v  к координатам x  и y  

осуществляется с помощью отображения (рисунок 3. 1) 

 vuxx ; ,  vuyy ; ,      (3.2) 

обратного отображению (3.1).  

 

Рисунок 3. 1 – Отображение области *
G  в область G   

при замене переменных  vuxx ; ,  vuyy ;  

 

Множество точек плоскости 2

xy
, для которых одна из коор-

динат u  или v  постоянна, называется координатной линией. 

При 0uu   имеем координатную линию  
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 vuxx ;0 ,  vuyy ;0 ; 

при 0vv   имеем координатную линию  

 0;vuxx  ,  0;vuyy  . 

В двух случаях получаются уравнения, являющиеся парамет-

рическими уравнениями некоторых кривых. Координаты u  и v  

называются криволинейными координатами. 

 

3.2 Замена переменных в двойном интеграле 

Замена переменных в двойном интеграле состоит в переходе 

от переменных x  и y  к новым переменным по формулам (3.2). 

Функции (3.2) осуществляют отображение области * 2

uv
G   на 

область 2

xy
G  . Область G  называется образом области, а об-

ласть *
G  – прообразом области G  при отображении (3.2). 

Т е о р е м а  1  Пусть  

1) отображение  vuxx ; ,  vuyy ;  переводит замкнутую 

ограниченную область *
G  в замкнутую ограниченную область 

G  и является взаимно однозначным; 

2) функции  vux ;  и  vuy ;  имеют в области *
G  непрерыв-

ные частные производные первого порядка; 

3) якобиан отображения 
 
 

0
;

;



















v

y

u

y
v

x

u

x

vuD

yxD
J  во всех 

области *
G ; 

4) функция  yxf ;  непрерывна в области G . 

Тогда справедлива формула замены переменных в двойном 

интеграле 

       

*

;;;;

GG

dudvJvuyvuxfdxdyyxf .   (3.3) 

Если условие 1) или условие 3) нарушается в отдельных точ-

ках или на отдельных кривых, то формула (3.2) остается в силе. 
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3.3 Полярные координаты 

Если область G  ограничена дугами окружности, то удобно 

переходить к полярным координатам 

cosx r  , siny r  ,    (3.4) 

где  r0 ,  20  . 

Якобиан перехода к полярным координатам равен: 

 
 

r
r

r

yy

xx

D

yxD
J 





























 cossin

sincos

;

;
. 

Поэтому формула замены переменных запишется в виде: 

    
*

sin;cos;

GG

drdrrrfdxdyyxf  .  (3.5) 

Если область G  ограничена дугами эллипса 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , то 

удобно переходить к обобщенным полярным координатам 

cosx ar  , siny br  , 

где  r0 ,  20  . При этом якобиан отображения равен  

J abr . 

 

3.4 Геометрические и физические приложения двойных 

интегралов 

Двойные интегралы используются для вычисления: 

– площади S  плоской фигуры G   



G

dxdyS ;         (3.6) 

–  площади S  поверхности, заданной уравнением  ;z f x y   

   
2 2

' '
1

x y

G

S f f dxdy   ,   (3.7) 

где G  – проекция поверхности на плоскость Oxy ; 

– объема тела, ограниченного сверху поверхностью 

 ; 0z f x y  , снизу – плоскостью 0z  , с боковых сторон  – 
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цилиндрической поверхностью, у которой образующая парал-

лельна оси Oz , а направляющей служит контур области G  

 ;
G

V f x y dxdy  ;       (3.8) 

– массы плоской пластины G  с плотностью  ;x y   

 ;
G

m x y dxdy  ;       (3.9) 

– статических моментов x
S , 

y
S  относительно осей Ox , Oy  

соответственно и координат  ;
c c

x y  центра тяжести плоской 

пластины G   

 ;
x

G

S y x y dxdy  ,   ;
y

G

S x x y dxdy  ,  (3.10) 

y

c

S
x

m
 ,   x

c

S
y

m
 ;       (3.11) 

– моментов инерции плоской пластины G  относительно осей 

Ox  и Oy   

 2
;

x

G

I y x y dxdy  ,   2
;

y

G

I x x y dxdy  ;  (3.12) 

– момента инерции плоской пластины G  относительно нача-

ла координат  0;0O  

   2 2

0
;

x y

G

I I I x y x y dxdy    .  (3.13) 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Какие координаты называются криволинейными? 

2 Сформулируйте теорему о замене переменных в двойном 

интеграле.  

3 Чему равен якобиан при переходе от декартовых координат 

к полярным? 

4 Какие геометрические приложения имеет двойной инте-

грал? 

5 Перечислите, при вычислении каких физических величин 

используется двойной интеграл. 
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Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить интеграл 
G

dxdyy
3  по области 

  2 2
; , 2 , 1, 2G x y y x y x xy xy     . 

Р е ш е н и е . Область G  представляет собой криволинейную 

трапецию, ограниченную графиками функций 2
y x , 2

2y x , 

1
y

x
 , 

2
y

x
  (рисунок 3. 2, а). 

Рассмотрим непрерывно дифференцируемое при 0x  отоб-

ражение вида: 

2
x

y
u  , xyv  .        (3.14) 

Образом области 
*

G  является квадрат (рисунок 3. 2, б) 

  *
; 1 2, 1 2G u v u v     . 

Данное отображение является взаимно однозначным, по-

скольку уравнения (3.14) разрешимы относительно x  и y : 

3

1

3

1

vux


 , 3

2

3

1

vuy  . 

  
Рисунок 3. 2 – Области G  (а) и *

G  (б) для типового приме-

ра 1 
 

Найдем якобиан отображения6 
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 
  u

vuvu

vuvu

v

y

u

y
v

x

u

x

vuD

yxD
J

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

;

;

3

1

3

1

3

2

3

1

3

2

3

2

3

1

3

4



























. 

Тогда  

*

1 1 1 2

3 3 3 3

3 2

, ,
1

1 3
3

G G

x u v y u v

y dxdy uv dudv
uJ

u

 
  

   
 
  

   

 
9

7

3

1

3

8
12

3

1

33

1

3

1

3

1
2

1

3
2

1

2

1

2

2

1

2

*









 

v
udvvdududvv

G

. 

2 Вычислить интеграл 


G

yx
dxdye

22

, где  

  2 2
; 1, 0, 0G x y x y x y     . 

Р е ш е н и е . Область G  представляет собой часть круга ра-

диуса 1, расположенного в первой четверти (рисунок 3. 3, а) 

Преобразуем двойной интеграл к полярным координатам по 

формулам (3.4). При этом область G  преобразуется в прямо-

угольник (рисунок 3. 3, б): 

 









2

0;10;
* 

 rrG . 

 
Рисунок 3. 3 – Области G  (а) и 

*
G (б) для типового примера 

2 
 

По формуле (3.5) имеем: 
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 


*

2

*

22222
sincos

G

r

G

rr

G

yx
drdredrdredxdye   

     1
42

1
2

1

2

1

2

1
2

0

1

0

2

0

1

0

2
2

  eeedrde
r 







. 

3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
2

4 yyx  , 6 yx . 

Р е ш е н и е . Найдем координаты точек пересечения данных 

линий. Для этого решим систему: 









,6

,4
2

yx

yyx
   











,064

,4

2

2

yyy

yyx
 

  










,065

,4

2

2

yy

yyx
   









.3,2

,3,4

21

21

yy

xx
 

Итак, имеем две точки пересечения  2;4A  и  3;3B . 

Подставляя в формулу (3.6) вычисления площади, получим: 








 








3

2

4

6

4

6

3

2

2

2

dyxdxdydxdyS
yy

y

yy

yG

 

 
6

1
6

2

5

3

1
65

3

2

23

3

2

2









  yyydyyy . 

4 Вычислить  2 2

G

x y dxdy , если область G  ограничена 

окружностью axyx 2
22
 . 

Р е ш е н и е . Преобразуем уравнение окружности: 

02
22

 axyx ;   222
ayax  . 

Область G  представляет собой окружность с центром в точке 

 0;a  и радиусом a  (рисунок 3. 4). 

Переходя к полярным координатам  

cosx r  , siny r  , / 2 / 2     ,  

получаем уравнение окружности: 

axyx 2
22
    cos2

2
arr       0cos2  arr . 
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Отсюда cos2;0 21 arr  , т. е.  

cos20 ar  . 

 
Рисунок 3. 4 – Область G  для типового примера 5 

 

Тогда 

 
*

2 cos2 cos 42 2
2 2 2 3

0 0

2 2

4

aa

G G

r
x y dxdy r rdrd d r dr d

 


 

  

 

 
      
 
 

    








 
 



2

2

2

4
2

2

44
2

2

44

2

2cos1
4cos4cos4
















 dadada  







442

2

4

2

3

4

3

4

3
4sin

8

1
2sin

2

3
aaa 




















. 

5 Найти площадь части конуса 
22

yxz  , заключенной 

внутри цилиндра xyx 2
22
 . 

Р е ш е н и е . Из уравнения конуса имеем 

'

2 2
x

x
f

x y



, 

'

2 2
y

y
f

x y



. 

Проекцией поверхности на плоскость Oxy  является круг, 

ограниченный окружностью   11
22
 yx  (рисунок 3. 5). 

Тогда по формуле (3.7) площадь поверхности равна 

S 
































 

GG

dxdydxdy
yx

y

yx

x
21

2

22

2

22
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2cos2

0

2

cos ,

sin , ,

2
,

2 2

0 2cos

x r

y r J r

d rdr

r











 






 
 

 
 

   
  

 
   

 

2cos
22

0 0

2 2
2

r
d





 
 
 
 
 = 

2
2

0

4 2 cos d



  
2 2

0 0

1 cos 2 sin 2
4 2 2 2 2.

2 2
d

 

 
  

  
   

 
  

 

 

 

 
Рисунок 3. 5 – Рисунок для 

типового примера 6 

Рисунок 3. 6 – Рисунок для 

типового примера 7 

 

6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
2

xy  , 4 zyx , 1y , 0z . 

Р е ш е н и е . Данное тело представляет собой вертикальный 

цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости 

yxz  4 , снизу – частью плоскости, заключенной между па-

раболой 2
xy   и прямой 1y  (рисунок 3. 6).  

Тогда по формуле (3.8) получим: 

     


y

yG

dxyxdydxdyyxV 44

1

0
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    





























 



1

0

1

0

2

2

2

42
2

4 dyyydy
x

xy  

15

68
28

1

0

2

31

0

2

1

  dyydyy . 

7 Найти массу кругового кольца, если в каждой его точке по-

верхностная плотность обратно пропорциональна квадрату рас-

стояния ее до центра кольца. 

Р е ш е н и е . Обозначим радиусы окружностей, ограничива-

ющих кольцо, через 1r  и 
2r , 

21 rr  . Поместим полярный радиус 

системы координат в центре кольца. Тогда уравнения окружно-

стей примут вид 1rr   и 
2rr  . Поверхностная плотность в лю-

бой точке кольца равна 
2

r

k
 . 

Масса кольца по формуле (3.9) равна 

2 2

1 2

cos ,

sin , ,

0 2 ,
G

x r
k

m dxdy y r J r
x y

r r r





 

 
 

     
     

  

   




2

0

2

0

2

2

0

2

1

2

1

2

1

ln
1

drkdr
r

dkdrr
r

k
d

r

r

r

r

r

r

 

2

1

2

02

1 ln2ln
r

r
kd

r

r
k 



  . 

8 Найти массу пластинки G , заданной неравенствами 

4
94

1
22


yx

, 0x , 
2

3x
y  , 

если поверхностная плотность  
3

9
,

y

x
yx   

Р е ш е н и е . Переходим к обобщенным полярным координа-

там  

2 cosx r  , 3 siny r  . 

Якобиан отображения равен rJ 6 .  
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Из неравенства 4
94

1
22


yx

 получим 41
2
 r , т. е. 

21  r .  

Из уравнения прямой xy
2

3
  имеем 

 cos3sin3 rr     1tg  . 

Отсюда 
4


  . Поскольку 0x , то очевидно, что 

24





 .  

Значит, по формуле (3.9) имеем 

*

3 3 3

9 9 2 cos
6

27 sin
G G

x r
m dxdy rdrd

y r







      

*

3

cos
4

sin
G

drd
r





 

/ 2 2

3

/ 4 1

cos
4

sin

dr
d

r









   

   
/ 2

2

12

/ 4

2
ln 2 4 ln 2 ln1 2ln 2

sin
r






         . 

9 Найти центр масс равнобедренного прямоугольного тре-

угольника, если в каждой его точке поверхностная плотность 

пропорциональна расстоянию ее до гипотенузы. Найти момент 

инерции данного треугольника относительно его гипотенузы. 

Р е ш е н и е . Пусть в прямоугольном равнобедренном тре-

угольнике ABC  гипотенуза AB  (рисунок 3. 7).  

 
Рисунок 3. 7 – Рисунок для типового примера 10 

 

Тогда относительно системы координат Oxy  уравнения кате-

тов AC  и BC  будут axy   и xay  . Согласно условию 
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задачи в точке  yx;  треугольника ABC  плотность имеет вид 

  kyyx ; . 

По формуле (3.9) для массы получим: 

   








a
ya

ay

ya

ay

a

ABC

dyxykdxydykdxdykym

00

 

     
aa

dyyaykdyayyayk

0

2

0

2  

332
2

3

0

32
kayay

k

a















 . 

По формулам (3.10) находим статические моменты: 

   




aya

ay

a

ABC

x dyyaykdxdyykdxdykyyS

0

2

0

2
2  

643
2

4

0

43
kayay

k

a















 ; 

0

0

 




ya

ay

a

ABC

y dxxdyykdxdykyxS .  

Координаты центра тяжести находятся по формулам (3.11): 

0
c

x  , 
2

c

a
y  . 

Момент инерции относительно гипотенузы AB  представляет 

собой xI . Поэтому по формуле (3.12) получим: 

   




aya

ay

a

ABC

x dyyaykdxdyykdxdykyyI

0

3

0

32
2  

1054
2

5

0

54
kayay

k

a















 . 
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Задания для аудиторной работы 

 

1 Вычислить   

G

dxdyyx
22 , где G  – область, ограниченная 

линией  2 2
4x y y  . 

2 Вычислить     

G

dxdyyxyx
222

sin2  , где G  – парал-

лелограмм: 2 yx , 4 yx , 1 yx , 2 yx . 

3 Вычислить 2 2
4

G

x y dxdy  , где G  – область, ограни-

ченная линией    
2

2 2 2 2
4x y x y   . 

4 Вычислить  














G

dxdy
yx

94
sin

22

 , где G  – область, ограни-

ченная линиями 1
94

22


yx

 и 1
3616

22


yx

. 

5 Вычислить 
 


G
yx

dxdy
3

, где G  – трапеция ABCD :  3;1A , 

 6;2B ,  2;6C ,  1;3D . 

6 Найти площадь области G , ограниченной линиями 

0733  yx , 032
2

 xyy . 

7 Найти массу пластинки xy  , 3 xy , 0x , 1x , если 

поверхностная плотность равна сумме координат точки. 

8 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  

2510
2

 xy , 96
2

 xy . 

9 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy  , yx 2 , 1x y  , 3 1x y  . 

10 Вычислить площадь области, ограниченной кривой  

 
2

2 2 3
2x y x  . 

11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 
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а) 22
yxz  , 0 yx , 03  yx , 8

22
 yx  ( 0x , 

0y ); 

б) xyx 4
22
 , 22

2 yxz  , 0z ; 

в) 22
yxz  , 0x , 0y , 2x , 3y ; 

г) 4
22
 yx  отсекаемого плоскостями 0z , xz 3 , 0z . 

12 Найти массу плоской пластинки G  с плотностью  yx;  и 

ограниченной линиями: 

а) 1
916

22


yx

, 0x , xy
2

3
 ,   2

, xyyx  ; 

б) 1 yx , 2 yx , 02  yx , 04  yx ,    2; yxyx  ; 

в) 1 yx , 2 yx , 03  yx , 04  yx ,  

   
4

;x y x y


  . 

13 Найти статические моменты относительно осей координат, 

центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, огра-

ниченной линиями: 

а) 4 yx , 03  yx , 165  yx ; 

б) 1
2
 xy , 03  yx ; 

в) 12yx , 03  yx , 034  yx , 0x , 0y ; 

г) 4
22
 yx , 2

2 xxy  , 0x , 0x , 0y . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Вычислить 
G

drdr 2 , где G  – область, ограниченная ли-

ниями  3 1 cosr    и 3r   (область, не содержащая полюса). 

2 Вычислить   

G

dxdyyx
22 , где G  – область, ограниченная 

линиями 9
22
 yx , 25

22
 yx , xy  , 3xy  . 

3 Вычислить 


G

yx
dxdye

22

, где G  – область, ограниченная 

линиями: 
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а) 1
22
 yx ;       б) 4

22
 yx . 

4 Вычислить 
G

xydxdy , где G  – область, ограниченная лини-

ями xy  , 3xy  , 2 2
2x y x  , 2 2

3x y x  . 

5 Вычислить   

D

dxdyyx 2 , где G  – трапеция ABCD : 

 2;2 A ,  2;1B ,  4;3C ,  2;6D . 

6 С помощью двойного интеграла найти площадь области, 

ограниченной линиями xy  4
2 , 03  yx . 

7 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

04
22

 xyx , 06
22

 xyx , 
3

x
y  , 3xy  . 

8 Вычислить площадь области G : 2 2
2x y x  , 2 2

x y x  . 

9 Найти площадь области x
ey  , x

ey


 , 1x . 

10 Вычислить площадь области G , ограниченной кривой  

   
2

2 2 2 2
18x y x y   . 

11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 

а) 22
yxz  , 0 yx , 03  yx , 8

22
 yx  ( 0x , 

0y ); 

б) xyx 4
22
 , 22

2 yxz  , 0z ; 

в) конуса xyz 2
2
 , отсекаемого плоскостями 0x , 0y , 

2 yx ; 

г) конуса 222
xzy  , отсекаемого цилиндром 4

22
 yx . 

12 Найти массу плоской пластинки G  с плотностью  yx;  и 

ограниченной линиями: 

а) 4
22
 yx , 9

22
 yx , 0x , 0y ,  

22

4
,

yx

xy
yx




 , 

б) 1 yx , 3 yx , 05  yx , 010  yx ,    3; yxyx  ; 
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в) 1 yx , 3 yx , 02  yx , 05  yx , 

   
3

;x y x y


  . 

13 Найти статические моменты относительно осей координат, 

центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, огра-

ниченной линиями: 

а) 02  yx , 8 yx , 8y , 3x ; 

б) 23
xy  , 2

2
 xy ; 

в) 8yx , 9 yx ; 

г) 8
22
 yx , 0 yx , xy 3 , 0x , 0y . 
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Практическое занятие 4 Формула Грина 

 

4.1 Формула Грина 

4.2 Условия независимости криволинейного интеграла 2-го 

рода от пути интегрирования 

 

4.1 Формула Грина 

Пусть в плоскости Oxy  задана замкнутая элементарная отно-

сительно оси Ox  или Oy  область G , ограниченная замкнутым 

контуром  . 

Т е о р е м а  1  ( ф о р м у л а  Г р и н а )  Если функции  yxP ;  и 

 yxQ ;  непрерывны вместе со своими частными производными 

y

P




 и 

x

Q




 в области G , то имеет место формула 





















QdyPdxdxdy

y

P

x

Q

G

,   (4.1) 

где контур   обходится в положительном направлении. 

Формула Грина справедлива для произвольной области, ко-

торую можно разбить на конечное число правильных областей. 

Формула Грина связывает интеграл по границе области с инте-

гралом по самой области. 

Площадь области G , ограниченной замкнутым контуром  , 

с помощью формулы Грина вычисляется по формуле  




 ydxxdydxdyS

G
2

1
.     (4.2) 

 

4.2 Условия независимости криволинейного  интеграла   

2-го рода от пути интегрирования 

Плоская область G  называется односвязной, если любой за-

мкнутый контур  , лежащий внутри этой области, ограничивает 

область G


, полностью принадлежащую G . 
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Т е о р е м а  2  Пусть функции  yxP ;  и  yxQ ;  определены и 

непрерывны вместе со своими частными производными 
y

P




 и 

x

Q




 в замкнутой односвязной  области G . Тогда следующие 

четыре условия эквивалентны: 

1) для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой  , располо-

женной в G , верно 

0


QdyPdx ; 

2) для любых двух точек A  и B  области G  значение инте-

грала 

 

AB

QdyPdx  

не зависит от выбора пути интегрирования AB , целиком ле-

жащего в G ; 

3) выражение QdyPdx   представляет собой полный диф-

ференциал некоторой функции, определенной в области G : 

dFQdyPdx  ; 

4) в области G  всюду 

x

Q

y

P









. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Какая область называется односвязной? 

2 Какие условия должны выполняться для того, чтобы была 

справедлива формула Грина? 

3 Перечислите эквивалентные условия, если функции  yxP ;  

и  yxQ ;  определены и непрерывны вместе со своими частными 

производными 
y

P




 и 

x

Q




 в замкнутой односвязной области. 
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Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить интеграл    


 dyyxdxyx , где  

  4;
22
 yxyx . 

Р е ш е н и е . Вычислим интеграл с помощью формулы Грина.  

Имеем   

  yxyxP ; ,    yxyxQ ; ,  

1




y

P
,  1





x

Q
. 

Тогда  

     
2 2 2 2

2

4 4

1 1 2 2

x y x y

x y dx x y dy dxdy 
   

         8 .  

2 Вычислить интеграл 

 

 

 

1;1

0;0

xdyydx . 

Р е ш е н и е . Здесь yP  , xQ  , 1









y

P

x

Q
. Согласно тео-

реме 2, интеграл не зависит от пути интегрирования. Из выпол-

нения  условия 4) следует справедливость условия 3). Так как 

  ydxxdyxyd  , то 

 

 

 

 
101

1;1

0;0

1;1

0;0

 xyxdyydx . 

3 Вычислить площадь, ограниченную астроидой  

tax
3

cos , tay
3

sin , 20  t  

Р е ш е н и е . По формуле (4.2) находим  

S =  
2

3 2 3 2

0

1
cos 3 sin cos sin 3 cos sin

2
a t a t t a t a t t dt



   

    
 2

0

22
22

0

2424
2

cossin
2

3
cossinsincos

2

3
tdtt

a
dttttt

a
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

2

0

2
2

2sin
8

3
tdt

a
  








 





2

0

22

0

2

4sin
4

1

16

3
4cos1

16

3
tt

a
dtt

a
 

8

3
2a

 . 

4 Вычислить криволинейный интеграл  

   
 

 

 

1;1

0;0

22
6412 dyyxdxxxy , 

предварительно определив функцию  yxU ; , соответствующим 

полным дифференциалом которой является подынтегральное 

выражение. 

Р е ш е н и е . Функции  

  2
412; xxyyxP  ,   yxyxQ 

2
6;  

непрерывны вместе со своими частными производными в любой 

односвязной области, содержащей точки  0;0   1;1 . 

Поскольку  

x
y

P
12




, x

x

Q
12




, 

то 
x

Q

y

P









. Следовательно, данный интеграл не зависит от пу-

ти интегрирования. По теореме 2 подынтегральное выражение 

представляет собой полный дифференциал некоторой функ-

ции  yxU ; : 

   dyyxdxxxydU 
22

6412 . 

С другой стороны 

dy
y

U
dx

x

U
dU









 . 

Сравнивая два выражения для dU , получим 

2
412 xxy

x

U





, yx

y

U




 2
6 . 

Из первого равенства, считая y  постоянным, находим 



 60 

   yCxyxyxU 
32

3

4
6; . 

Находим частную производную по переменной y  

 yCx
y

U '2
6 




. 

Сравнивая полученное выражение с имеющимся для 
y

U




, 

получим 

 yCx
'2

6  yx 
2

6 . 

Отсюда   yyC 
'  и  

2

2
y

yC  . 

Поэтому 

 
23

4
6;

2
32 y

xyxyxU  . 

Тогда данный интеграл равен 

   
 

 

   
6

51

2

1

3

4
60;01;16412

1;1

0;0

22
 UUdyyxdxxxy . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра-

лы от пути интегрирования: 

а) 



 dyeydxex

yxyx
2222

2
32 ; 

б)    


 dyyxydxyxx
2222

54sin1054sin8 ; 

в)    


 dyxyxydxyxxy
4235223

32 . 

2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные инте-

гралы: 

а)    


 dyyxydxx
22

11 ,   2 2
; 9x y x y    ; 
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б)     dyyxdxyx
222

2 


,   – треугольник с вершинами 

 1;1A ,  2;2B ,  3;1C ; 

в)    


 dyyxxydxyxxy ,   2 2
;x y x y ax    ; 

г) 


 ydxxdx2 , где   – замкнутый контур, ограниченный ду-

гой параболы 2
xy    10  x  и отрезком прямой xy   между 

точками  0;0O  и  1;1B . 

3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре-

делив функцию  yxU ; , соответствующим полным дифферен-

циалом которой является подынтегральное выражение: 

а)    
 

 

 

2;1

1;0

2
44643 dyyxxydxyy ; 

б)    
 

 






1;1

1;1

23
465534 dyyxyxdxyyx . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра-

лы от пути интегрирования: 

а)  


 dyyxdxyx 1ln1
2222 ; 

б)    


 dyxydxyxx
3423

45124 . 

2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные инте-

гралы: 

а)    


 dyyxxydxyxxy ,  








 1
94

;
22

yx
yx ; 
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б)    dyyxdxyx 


,  








 1
94

;
22

yx
yx ; 

в)  



 dyxydxxye

xy
2sin2cos

22

,   16;
22
 yxyx ; 

г) 















  dyyxxxyydxyx

2222
ln , где   – контур 

прямоугольника с вершинами  2;3A ,  2;6B ,  4;6C ,  4;3D . 

3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре-

делив функцию  yxU ; , соответствующим полным дифферен-

циалом которой является подынтегральное выражение: 

а)    
 

 






1;1

1;1

22322
3443 dyyyxxdxxyyx ; 

б)    
 

 

 

3;1

2;0

322
752154 dyxxdxyxxy . 
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Практическое занятие 5 Тройной интеграл 

 

5.1 Определение, свойства и вычисление тройного интеграла 

5.2 Замена переменных в тройном интеграле 

5.3 Цилиндрические и сферические координаты 

5.4 Приложения тройного интеграла 

 
5.1 Определение, свойства и вычисление тройного интеграла 

О п р е д е л е н и е  т р о й н о г о  и н т е г р а л а . Пусть Q  за-

мкнутая область пространства 3 , на котором задана непрерыв-

ная функция  ; ;f x y z . И пусть  iQ  , ni ,...,2,1 , разбиение 

области Q  на частичные области 1Q , 
2Q , ... , 

nQ  с объемами 

1V , 2V , ... , nV . При этом мелкость разбиения есть 

 i
ni

Qd



1
max , где  iQd  – диаметр частичной области iQ , 

ni ,...,2,1 . В каждой малой части iQ  выберем произвольную 

точку  iiiiC  ;; .  

Сумма  

   



n

i

iiiiin VfC
1

;;,     (5.1) 

называется интегральной суммой Римана для функции  zyxf ;;  

на множестве Q , соответствующей разбиению   и выбору то-

чек iC iQ , ni ,...,2,1 . 

Если функция  ; ;f x y z , ограничена на Q , то для любого 

разбиения  iQ  , ni ,...,2,1 , определены числа: 

 
 zyxfm

iQzyx
i ;;inf

;; 
 , 

 
 zyxfM

iQzyx
i ;;sup

;; 

 . 

Суммы  





n

i

ii Vms
1

 ,    



n

i

ii VMS
1

  

называются нижней и верхней суммами Дарбу, соответствую-

щими разбиению  iQ   множества Q . 
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Тройным интегралом от функции  ; ;f x y z  по множеству Q  

называется предел (если он существует) интегральной суммы 

(5.1) при 0 : 

   





n

i

iiii

V

VfdVzyxf
1

0
;;lim;; 


,    (5.2) 

подынтегральная функция  zyxf ;;  называется интегрируемой 

по замкнутой области Q , множество Q  – областью интегриро-

вания, x , y , z  – переменными интегрирования, dv  – элементом 

объема. 

Не ограничивая общности, можно считать, что dxdydzdv  . 

Поэтому можно записать: 

    

VV

dvzyxfdxdydzzyxf ;;;; . 

Т е о р е м а  1  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  и н т е г р и р у -

е м о с т и )  Если функция  ; ;f x y z  интегрируема в замкнутой 

области Q , то она ограничена в этой области. 

Т е о р е м а  2  ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  и н т е г р и -

р у е м о с т и )  Если функция  ; ;f x y z  непрерывна в замкнутой 

области Q , то она интегрируема в ней. 

Т е о р е м а  3  ( к р и т е р и й  и н т е г р и р у е м о с т и  

Д а р б у )  Для того чтобы ограниченная функция была интегри-

руема в  замкнутой области Q 
3 , необходимо и достаточ-

но, чтобы для любого 0  нашлось такое 0 , что для любо-

го разбиения  iQ   с мелкостью      выполнялось нера-

венство   sS . 

С в о й с т в а  т р о й н о г о  и н т е г р а л а .  Для тройного инте-

грала справедливы следующие свойства: 

–  

Q

Vdv , где V  – объем области Q ; 

– (линейность) если   и   — произвольные постоянные 

числа, функции  zyxf ;;  и  zyxg ;;  интегрируемы в области 
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Q , то функция    zyxgzyxf ;;;;    тоже интегрируема в 

Q  и справедливо равенство: 

     

Q

dvzyxgzyxf ;;;;   

    

QQ

dvzyxgdvzyxf ;;;;  ; 

– (аддитивность) если область Q  является объединением 

областей  1Q  и 
2Q , не имеющих общих внутренних точек, на 

каждом из которых функция  zyxf ;;  интегрируема, то 

 zyxf ;;  также интегрируема на Q  и справедлива формула: 

      

21

;;;;;;

QQQ

dvzyxfdvzyxfdvzyxf ; 

– (монотонность) если в области Q  имеет место неравенство 

  0;; zyxf , то  

  0;; 
Q

dvzyxf ; 

– если функция  zyxf ;;  непрерывна в области Q , объем ко-

торой равен V , то  

  VMdvzyxfVm

Q

  ;; ,  

где m  и M  – соответственно наименьшее и наибольшее значе-

ния подынтегральной функции на множестве Q . 

– (теорема о среднем) если функция  zyxf ;;  непрерывна в 

области Q , объем которой равен V , то в этой области суще-

ствует такая точка  0000 ; zyxP , что  

    Vzyxfdvzyxf

Q

 000 ;;;; . 

В ы ч и с л е н и е  т р о й н о г о  и н т е г р а л а . В декартовых 

координатах вычисление тройного интеграла сводится к после-

довательному вычислению трех определенных. 
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Пусть функция  ; ;f x y z  определена на измеримом множе-

стве 

        1 2
; ; ; , ; ;Q x y z x y G Oxy z x y z z x y     , 

где  yxz ;1
 и  yxz ;2

 – непрерывные функции в области G . И 

пусть каждая прямая, параллельная оси Oz , пересекает границу 

области Q  не более чем в двух точках (рисунок 5. 1), т. е. про-

странственная область Q  является элементарной относительно 

оси Oz . 

 
Рисунок 5. 1 – Пространственная область Q  

 

Т е о р е м а  4 Пусть 1) существует тройной интеграл  

 
Q

dxdydzzyxf ;; ; 

2)   Gyx  ;  существует определенный интеграл 

   
 

 



yxz

yxz

dzzyxfyxI

;

;

2

1

;;;  

(при постоянных x  и y ). 

Тогда существует двойной интеграл  

   
 

 

  

G

yxz

yxzG

dzzyxfdxdydxdyyxI

;

;

2

1

;;;  

и справедливо равенство: 
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   
 

 

  

G

yxz

yxzV

dzzyxfdxdydxdydzzyxf

;

;

2

1

;;;; .  (5.3) 

Данная формула позволяет свести вычисление тройного ин-

теграла к последовательному вычислению внутреннего опреде-

ленного интеграла по переменной z  (при постоянных x  и y ) и 

внешнего двойного интеграла по области G . 

Выражение  

   
 

 



yxz

yxz

dzzyxfyxI

;

;

2

1

;;;     (5.4) 

представляет собой функцию двух переменных. Если для этой 

функции и области       1 1
; ,G x y a x b y x y y x     , по 

которой она интегрируется, выполнены условия теоремы о све-

дении двойного интеграла к повторному, то, переходя от двой-

ного интеграла  
G

dxdyyxI ;  к повторному интегралу, получаем 

   
 

 

 

 

   

b

a

xy

xy

yxz

yxzQ

dzzyxfdydxdxdydzzyxf

1

1

2

1

;

;

;;;; .  (5.5) 

Если пространственная область Q  не является элементарной, 

то ее необходимо разбить на конечное число элементарных об-

ластей, к которым можно применить формулу (5.5). 

Порядок интегрирования в формуле при определенных усло-

виях может быть иным, т. е. переменные x , y , z  можно менять 

местами. 

Пусть Q  – прямоугольный параллелепипед 

  qzpdycbxazyxQ  ,,;; , 

 zyxf ,,  – непрерывная в Q  функция. Тогда: 

Q

f dxdydz 
q q qb d d b d b

a c p c a p p c a

dx dy f dz dy dx f dz dz dy f dx          . 

Если  

       zhygxzyxf ,,  
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и область Q  – прямоугольный параллелепипед, то 

        

q

p

d

c

b

aQ

dzzhdyygdxxdxdydzzyxf ,, .   (5.6) 

 

5.2 Замена переменных в тройном интеграле 

Замена переменных в тройном интеграле  
Q

dxdydzzyxf ;;  

состоит в переходе от координат x , y , z  к новым криволиней-

ным координатам u , v , w  по формулам 

 ; ;x x u v w ,  ; ;y y u v w ,  ; ;z z u v w ,   (5.7) 

где   * 3
; ;

uvw
u v w Q  .  

Функции (5.7) осуществляют взаимно-однозначное отобра-

жение области * 3

uvw
Q   на область 3

xyz
Q  . 

Т е о р е м а  5  Пусть 1) Q  и *
Q  замкнутые ограниченные 

области в пространствах 3

xyz
 и 3

uvw
 соответственно; 

2) функция  zyxf ;;  ограничена и  непрерывна в области Q ; 

3) функции  wvux ;; ,  wvuy ;; ,  wvuz ;;  имеют в области 

*
Q  непрерывные частные производные первого порядка и  яко-

биан 
 
 

0
;;

;;






































w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

wvuD

zyxD
J  в области *

Q . 

Тогда справедлива формула замены переменных в тройном 

интеграле  

  
Q

dxdydzzyxf ;;  

      

*

;;;;;;;;

Q

dudvdwJwvuzwvuywvuxf . 

 

         (5.8) 
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5.3 Цилиндрические и сферические координаты 

Ц и л и н д р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы . Пусть  zyxM ;;  

произвольная точка в пространстве Oxyz ,  yxM ;'  – проекция 

точки M  на плоскость Oxy . Точка M  однозначно определяется 

тройкой чисел  zr ;; , где  ;r  – полярные координаты точки 

'M , z  – аппликата точки M  (рисунок 5. 2). Тройка чисел 

 zr ;;  называется цилиндрическими координатами точки M . 

 

  
Рисунок 5. 2 – Связь декар-

товых и цилиндрических 

координат 

Рисунок 5. 3 – Связь декар-

товых и сферических коор-

динат 

 

Переход от прямоугольных координат  zyx ;;  к цилиндриче-

ским координатам  zr ;;   задается формулами 















,

,sin

,cos

zz

ry

rx





        (5.9) 

где  r0 ,  20  ,  z . Иногда в качестве про-

межутка изменения   берётся промежуток   . 

Якобиан отображения есть  
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rr

r

z

zz

r

z

z

yy

r

y

z

xx

r

x

zpD

zyxD
J 











































100

0cossin

0sincos

),,(

),,(











. 

С ф е р и ч е с к и е  к о о р д и н а т ы . Пусть  zyxM ;;  – произ-

вольная точка в пространстве Oxyz ,  yxM ;'  – проекция точки 

M  на плоскость Oxy . Точка M  однозначно задается тройкой 

чисел   ;;r , где r  – расстояние точки M  до точки O (начала 

координат),   – угол между лучами OM  и Oz ,   – полярный 

угол точки 'M  на плоскости Oxy  (рисунок 5. 3). 

Тройка чисел   ;;r  называется сферическими  координа-

тами точки M . 

Переход от прямоугольных координат  zyx ;;  к сферическим 

координатам   ;;r  задается формулами 















,cos

,sinsin

,sincos







rz

ry

rx

       (5.10) 

где  r0 ,  20  ,  0 . 

Якобиан отображения есть: 
















































zz

r

z

yy

r

y

xx

r

x

rD

zyxD
J

),,(

),,(
 









sin

sin0cos

cossinsincossinsin

coscossinsinsincos
2

r

r

rr

rr







 . 
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Если тело ограничено эллипсоидом 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 или его 

частью, переходят к обобщенным сферическим координатам по 

формулам: 















,cos

,sinsin

,cossin







rcz

rby

rax

    (5.11) 

якобиан отображения равен 

sin
2

abcrJ  . 

Тогда 

  
Q

dxdydzzyxf ,,  

 
*

sincos,sinsin,cossin
2

Q

ddrdabcrcrbrarf  . 

 

5.4 Приложения тройного интеграла 

Пусть Q  материальное тело с плотностью  zyx ;; . Тогда 

тройной интеграл используется для вычисления: 

– объема тела 

Q

V dxdydz  ;      (5.12) 

– массы тела 

 ; ;
Q

m x y z dxdydz  ;    (5.13) 

– статических моментов 
yz

M , zx
M , 

xy
M  тела относительно 

координатных плоскостей Oyz , Ozx , Oxy  соответственно: 

 ; ;
yz

Q

M x x y z dxdydz  ; 

 ; ;
zx

Q

M y x y z dxdydz  ; 

 ; ;
xy

Q

M z x y z dxdydz  ; 

 

 

(5.14) 
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– координат центра   ; ;
c c c

x y z  тяжести тела: 

m

M
x

yz
0 ,  

m

M
y zx0

,  
m

M
z

xy
0 ;    (5.15) 

– моментов инерции 
yz

I , zx
I , 

xy
I  тела относительно коорди-

натных плоскостей Oyz , Ozx , Oxy  соответственно: 

 2
; ;

yz

Q

I x x y z dxdydz  ; 

 2
; ;

zx

Q

I y x y z dxdydz  ; 

 2
; ;

xy

Q

I z x y z dxdydz  ; 

 

 

(5.16) 

 

– моментов инерции x
I , 

y
I , z

I , 0
I  тела относительно коор-

динатных осей Ox , Oy , Oz  и  начала координат  0;0O  соот-

ветственно: 

xyzxx III  , yzxyy III  , zxyzz III  ; 

0 yz zx xy
I I I I   . 

 

(5.17) 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определения: а) интегральной суммы, б) нижней и 

верхней сумм Дарбу. 

2 Что называется тройным интегралом? 

3 Сформулируйте необходимое и достаточное условия инте-

грируемости функции  ; ;f x y z . 

4 Перечислите свойства тройного интеграла. 

5 Сформулируйте теорему о сведении тройного интеграла к 

повторному. 

6 Сформулируйте теорему о замене переменных в тройном 

интеграле. 

7 Какие координаты называются цилиндрическими? Чему ра-

вен якобиан перехода от декартовых координат к цилиндриче-

ским?  
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8 Какие координаты называются сферическими? Чему равен 

якобиан перехода от декартовых координат к сферическим?  

9 При вычислении каких величин используется тройной ин-

теграл? 

Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить   

Q

dxdydzzyx , где  

  ; ; 0 1,0 2, 0 3Q x y z x y z       . 

Р е ш е н и е . Область интегрирования – прямоугольный па-

раллелепипед. По формуле (5.6) получим: 

   
1 2 3

0 0 0Q

x y z dxdydz dx dy x y z dz          
























 

2

0

1

0

2

0

3

0

21

0
2

9
33

2
dyyxdxdy

z
yzxzdx  









 

1

0

2

0

2

2

9

2

3
3 dxyyxy  

1

0

6 6 9x dx    

   
1

2 1

0

0

6 15 3 15 3 15 18x dx x x       . 

2 Вычислить интеграл   

Q

dxdydzzyx , область Q  огра-

ничена плоскостями 0x , 0y , 0z , 01 zyx . 

Р е ш е н и е . Область Q  проектируется на плоскость Oxy  в 

область G , которая представляет собой треугольник (рису-

нок 5. 4):   ; 0 1, 0 1G x y x y x      .  
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Рисунок 5.4 – Область инте-

грирования для типового 

примера 2 

Рисунок 5.5 – Область инте-

грирования для типового 

примера 3 

Имеем  

       
 1

0

1

0

1

0

x yx

Q

dzzyxdydxdxdydzzyx  















  




1

0

1

0

1

0

2

2

x
yx

dy
z

yzxzdx  















 


1

0

1

0

3
22

32

1
dx

y
xyyxy

x

 
1

3

0

1
2 3

6
x x dx  = 

1
2 4

0

1 3 1 3 1
2

6 2 4 6 4 8

x x
x

 
      

 
. 

3 Вычислить интеграл  2 2

Q

x y dxdydz , где область Q  

ограничена поверхностями 22
yxz   и 1z  (рисунок 5. 5). 

Р е ш е н и е . Вычислим данный интеграл, переходя к цилин-

дрическим координатам по формулам (5.9).  

Область Q  проектируется в круг 1
22
 yx . Поэтому 

 20  , 10  r . Постоянному значению r  в пространстве 

Oxyz  соответствует цилиндр 222
ryx  . Рассматривая пересе-

чение этого цилиндра с областью Q , получаем изменение коор-
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динаты z  от точек, лежащих на параболоиде, до значений тех 

точек, лежащих на плоскости 1z , т. е. 1
2

 zr . 

Имеем: 

   
1

2

1

0

2

0

22

2



 rdzrdrddxdydzyx

Q

 

 
612

1

64

2

0

2

0

1

0

641

0

1
3

2

0

2
























  dd

rr
drzrd . 

4 Вычислить интеграл   

V

dxdydzzyx
222 , где область Q  

есть шар 2222
Rzyx   (рисунок 5. 6). 

 
 

Рисунок 5. 6 – Область ин-

тегрирования для типового 

примера 4 

Рисунок 5. 7 – Область ин-

тегрирования для типового 

примера 5 

 

Р е ш е н и е . Вычислим данный интеграл, переходя к сфери-

ческим координатам по формулам (5.10).  

Из вида области Q  следует, что  

Rr 0 ,  20  ,  0 . 

В этом случае подынтегральная функция примет вид: 

  22222222222
cossinsincossin rrrzyx  

22222
cossin rrr   . 

Тогда  

   




2

0

22

00

222
sin drrddrdxdydzzyx

R

Q
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 




00

4

2

000

4
sin2sin ddrrdddrr

RR

 

5

4

5
44

5

0

5

0

4 Rr
drr

RR


   . 

5 Вычислить  














Q

dxdydz
c

z

b

y

a

x
3

2

2

2

2

2

2

, где Q  – эллипсоид 

(рисунок 5. 7) 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Р е ш е н и е . Переходя к обобщенным сферическим коорди-

натам по формулам (5.11), получим уравнение эллипсоида  

1
2
r . 

 

Тогда  
















Q

dxdydz
c

z

b

y

a

x
3

2

2

2

2

2

2

 

 
**

sinsin
826

QQ

ddrdrabcddrdabcrr   

   
1

0

9

0

2

0

1

0

8

0

2

0
9

cossin
r

abcdrrddabc




  

 
9

4
112

9

abcabc 
  . 

6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
22

2 yxz  , 2z . 

Р е ш е н и е . Тело Q  ограничено снизу параболоидом враще-

ния с осью симметрии Oz , вершиной в начале координат, свер-

ху – плоскостью 2z . Проекция тела на плоскость Oxy  – об-

ласть, ограниченная окружностью 









,2

,2
22

z

yxz
   4

22
 yx . 
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Для вычисления интеграла перейдем к цилиндрическим ко-

ординатам по формулам (5.9):  

Так как 2
2

22




z
yx

, то 2
2

2

 z
r

.  

Очевидно, что  20  , 20  r .  

Тогда по формуле (5.12) объем тела равен 

 
*

QQ

dzdrdrdxdydzV   















 

2

0

22

0

2

0

2

2

2

0

2

2

2

0

2

0
2

22

2

dr
r

rddrrzdrdzdrd
r

r



  

  


























 





2

0

2

0

2

0

4
2

2

0

32

0

24
82

2 dd
r

rdr
r

rd  

 



422
2

0

2

0

  d . 

7 Найти массу шара Rzzyx 2
222
 , если плотность в 

каждой точке обратно пропорциональна расстоянию ее до нача-

ла координат. 

Р е ш е н и е . По условию  
222

,,
zyx

k
zyx


  и тогда по 

формуле (5.13) масса равна 






V

dxdydz
zyx

k
m

222
. 

Уравнение сферической поверхности приведем к канониче-

скому виду  

Rzzyx 2
222
 ; 

22222
2 RRRzzyx  ;  

  2222
RRzyx  .  
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Сфера с центром в точке  R;0;0  радиуса R . Проекция тела 

на плоскость 0z  – область, ограниченная окружностью 
222

Ryx  .  

Переходим к сферическим координатам (5.10) .Из уравнения 

сферической поверхности находим пределы для r : 

02
222

 Rzzyx    0cos2
2

 Rrr     

    0cos2  Rrr    cos20 Rr  . 

При этом  20  , 
2

0


  . 

Тогда  масса равна  




 
*

sin
2

222

QQ

ddrd
r

r
kdxdydz

zyx

k
m 



 

 








cos2

0

2

0

2

0

sinsin
*

R

Q

drrddkddrdrk  

 
2

0

22

2

0

2

0

cos2

0

22

0

cos4sin
22

sin











 dRd
k

d
r

dk
R

 

  
2

0

2

2

0

2
coscos2





 ddkR  

22

0

2

2

0

2

2

0

2
0

3
2

3

4

3

2

3

1
02

3

cos
2 RkkRdkRdkR 

 

 









  . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Вычислить следующие тройные интегралы по указанным 

пространственным областям: 
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а)  









Q

dxdydzzx
2

3
5 , Q : xy  , 0y , 1x , 0z , 

22
15 yxz  ; 

б)   

Q

dxdydzzyx
2 , Q : 01  x , 10  y , 32  z ; 

в) 
 


Q

zyx

dxdydz
3

1
, Q : 1 zyx , 0x , 0y , 0z ; 

г)   

Q

dxdydzzyx4 , Q  2
2 xz  , 1 yx , 0x , 0y , 

0z ; 

д) 
Q

zdxdydz , Q : 
22

1 yxz  , 0z , xy  , xy 2 , 

2

1
x ; 

е) 
Q

ydxdydz , Q : 164
222
 zyx , xy 3 , 0y , 

0z ;  

ж) 
Q

zdxdydz , Q : 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, 0z ; 

и) 


Q

xyz
dxdydzzey

2
8 , Q : 0x , 2x , 1y , 0y , 0z  , 

2z ; 

к) 
 


Q

zyx

dxdydz
6

234
, Q : 1 zyx , 0x , 0y , 0z ; 

л)   

Q

dxdydzy21 , Q : 2
yz  , 62  xz , 0x , 4z ; 

м) 
Q

dxdydzyx
22 , Q : 1

22
 yx , 22

0 yxz  . 
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2 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 2
4 yz  , 

2
2
 yz , 1x , 2x . 

3 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностями 

zyx 2
22
 , 2z , если плотность   22

,, yxzyx  . 

4 Найти массу шара xzyx 2
222
 , если плотность  

  222
,, zyxzyx  . 

5 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностями 

2
2yz  , 2

3yz    0y , xz 4 , xz 5 , 3z , с плотно-

стью   yzyx ,, . 

6 Вычислить объем тела Q , ограниченного поверхностями 

2
2 yz  , 1232  yx , 0x , 0z . 

7 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями 

xyx 10
22
 , xyx 13

22
 , 

22
yxz  , 0z , 0y . 

8 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями 

22
64 yxz  , 22

12 yxz  . 

9 Найти массу однородного тела Q , ограниченного поверх-

ностями 16
222
 zyx , zzyx 8

222
  

10 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностью 

181829
222
 zyx , если плотность  

    2
22

22

92
,, z

yx
yxzyx  . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Вычислить следующие тройные интегралы по указанным 

пространственным областям: 

а)   

Q

dxdydzzyx 5486 , Q : 10  x , 10  y , 10  z ; 
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б)   

Q

dxdydzzyx , Q : ayx  , 0z , cz  , 0x , 

0y ; 

в)   

Q

dxdydzzyx
222 , Q : 222

bzy  , 0x , ax  ; 

г)   

Q

dxdydzzyx
322 , Q : 22

yxz  , cz    0c ; 

д)   

Q

dxdydzzyx
3222

, Q : верхняя половина шара 

2222
Rzyx  ; 

е)  














Q

dxdydz
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

, Q : внутренность эллипсоида 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
; 

ж)   

Q

dxdydzzx 35 , Q : 1
22
 yx , 4z , 032  yxz ; 

и)   

Q

dxdydzyx2 , Q : xy  , 0y , 1x , 1z , 

22
1 yxz  ; 

к) 
Q

zdxdydz , Q : 
2

2

2

22

h

z

R

yx



 и hz    0h ; 

л)  

Q

dxdydzzyx
222 , Q : yzyx 

222 ; 

м) 
 

Q zyx

xdxdydz

222
, Q : 91

222
 zyx , xy  , 0y , 

0z . 

2 Вычислить массу тела Q  расположенного в первом октанте 

и ограниченного цилиндрическими поверхностями 2
2xz  , 
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2
3 xz   и плоскостями 0x , 0y , 2y , если 

  2
,, xyzyx  . 

3 Найти массу пирамиды, ограниченной плоскостями 

1 zyx , 0x , 0y , 0z , если   xzyx ,, . 

4 Найти массу тела Q , ограниченного поверхностями 

22
10 yxz  , 22

1020 yxz  , если  плотность равна 

  22
,, yxzyx  . 

5 Вычислить массу тела Q , ограниченного поверхностью 

1
4916

222


zyx

, с плотностью  
3

222

4916
,,
















zyx
zyx . 

6 Вычислить объем тела Q , ограниченного поверхностями 

44
2

 xy , 42
2

 xy , 0z , 3z . 

7 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями 

1
2

 xy , xy 1
2 , 3 zyx , 0z . 

8 Найти объем тела Q , ограниченного поверхностями  

22
12 zxy  , 22

xzy  . 
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Практическое занятие 6 Поверхностные интегралы 

 

6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения по-

верхностного интеграла 1-го рода 

6.2 Определение, свойства и вычисление поверхностного ин-

теграла 2-го рода 

 

6.1 Определение, свойства, вычисление и приложения по-

верхностного интеграла 1-го рода 

О п р е д е л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  1  г о  

р о д а . Пусть в точках кусочно-гладкой поверхности 3 , с 

площадью S  определена непрерывная ограниченная функция 

 ; ;f x y z . Разобьем поверхность   на n  частичных поверхно-

стей 
1

 , 2
 , ... , n

  без общих внутренних точек с площадями 

1
S , 2

S , ... , n
S  и диаметрами 1

d , 2
d , ... , n

d . В каждой ча-

стичной поверхности i
 , 1,2,...,i n , возьмем произвольную 

точку  ; ;
i i i i

M     (рисунок 6. 1). 

 
Рисунок 6. 1 – Разбиение поверхности  . 

 

Сумма  

 
1

; ;
n

i i i i

i

f S  


      (6.1) 

называется интегральной суммой для функции  ; ;f x y z  по по-

верхности  . 
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Поверхностным интегралом 1-го рода  от функции  ; ;f x y z  

называется предел (если он существует) интегральной суммы 

(6.1) при 0  : 

   
0

1

; ; lim ; ;
n

i i i i

i

f x y z dS f S


  




   ,  (6.2) 

функция  ; ;f x y z  называется интегрируемой по поверхности 

 , поверхность   – поверхностью интегрирования, dS  – эле-

мент поверхности. 

С в о й с т в а  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  1 - г о  

р о д а . Основными свойствами поверхностного интеграла 1 го 

рода являются: 

– ½dS


 , где S  – площадь поверхности  ; 

–  (линейность) если   и   — произвольные постоянные 

числа, функции  ; ;f x y z  и  ; ;g x y z  интегрируемы на поверх-

ности  , то функция    ; ; ; ;f x y z g x y z     также интегри-

руема на поверхности   и справедливо равенство 

 f g dS f dS g dS   
  

     ; 

– (аддитивность) если поверхность   состоит из двух ча-

стей 
1

  и 2
 , 

1 2
  , а пересечение 

1
  и 2

  состоит 

лишь из границы, их разделяющей, и функция  ; ;f x y z  инте-

грируема на 
1

  и 2
 , то функция  ; ;f x y z  также интегриру-

ема на поверхности   и справедлива формула: 

     
1 2

; ; ; ; ; ;f x y z dS f x y z dS f x y z dS
  

    ; 

–  (монотонность) если на поверхности   выполнено нера-

венство    ; ; ; ;f x y z g x y z , то  

   ; ; ; ;f x y z dS g x y z dS
 

  ; 

– (оценка интеграла)    ; ; ; ;f x y z dS f x y z dS
 

  ; 
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– (теорема о среднем) если  ; ;f x y z  непрерывна на поверх-

ности  , то на этой поверхности существует такая точка 

 0 0 0 0
; ;M x y z , что 

   0 0 0
; ; ; ;f x y z dS f x y z S



  , 

где S  – площадь поверхности  . 

В ы ч и с л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  1  г о  

р о д а . Вычисление поверхностного интеграла 1-го рода сводит-

ся к вычислению двойного интеграла по области G , являющей-

ся проекцией поверхности   на плоскость Oxy . 

П а р а м е т р и ч е с к о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и . По-

верхность   задана параметрическими уравнениями 

 ,x x u v ,  ,y y u v ,  ,z z u v ,  ,u v W . 

Тогда поверхностный интеграл 1-го рода вычисляется по 

формуле 

         2
, , , , , , ,

W

f x y z dS f x u v y u v z u v EG F dudv


   ,  (6.3) 

где 2 2 2

u u u
E x y z     ; 2 2 2

v v v
G x y z     ; 

u v u v u v
F x x y y z z        . 

 

Я в н о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и   . Пусть   поверх-

ность, заданная уравнением  ;z z x y . Здесь функция  ;z x y  

непрерывна вместе со своими частными производными '

xz  и '

yz  

в замкнутой области G . И пусть функция  ; ;f x y z  непрерывна 

на поверхности  , и, следовательно, интегрируема на ней. Учи-

тывая, что элемент поверхности есть ' 2 ' 21 x ydS z z dxdy   , 

имеем 

 

     ' 2 ' 2; ; ; ; ; 1 x y

G

f x y z dS f x y z x y z z dxdy


    .  (6.4) 

Н е я в н о е  з а д а н и е  п о в е р х н о с т и . Поверхность   

задана неявно уравнением  , , 0F x y z  , где 0
z

F  , 

 , ,x y z  . Функция  , ,F x y z  удовлетворяет условиям тео-



 86 

ремы о существовании неявной функции. Поэтому уравнение 

 , , 0F x y z   определяет функцию  ,z z x y , для которой 

x

x

z

F
z

F


  


; 

y

y

z

F
z

F


  


. 

Тогда из (6.4) имеем  

    '2 ' 2 '21
, , , , x y z

zG

f x y z dS f x y z F F F dxdy
F



  
  ,   (6.5) 

 

где G  – проекция поверхности на плоскость Oxy   0z  . Для 

вычисления интеграла z  выражается из уравнения поверхности. 

П р и л о ж е н и я  п о в е р х н о с т н ы х  и н т е г р а л о в  1  г о  

р о д а .  Поверхностные интегралы 1-го рода применяются для 

вычисления: 

– площади поверхности   

dS


 S;         (6.6) 

– массы материальной поверхности   с непрерывно рас-

пределенным веществом известной плотности  ; ;x y z   

 ; ;m x y z dS


  ;      (6.7) 

– статических моментов xyS , yzS , 
zxS  материальной поверх-

ности   относительно координатных плоскостей Oxy , Oyz , 

Ozx  соответственно: 

 ; ;
xy

S z x y z dS


  ; 

 ; ;
yz

S x x y z dS


  ;     (6.8) 

 ; ;
zx

S y x y z dS


  ; 

– координат центра тяжести  ; ;c c cx y z  материальной по-

верхности   

yz

c

S
x

m
 , zx

c

S
y

m
 , 

xy

c

S
z

m
 ;   (6.9) 
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– моментов инерции 
xM , yM , 

zM , 
0M  материальной по-

верхности   относительно координатных осей Ox , Oy , Oz  и 

начала координат  0;0O  соответственно: 

   2 2
; ;

x
M y z x y z dS



   ; 

   2 2
; ;

y
M x z x y z dS



   ; 

   2 2
; ;

z
M x y x y z dS



   ; 

   2 2 2

0
; ;M x y z x y z dS



    . 

 

 

 

(6.10) 

 

6.2 Определение, свойства и вычисление поверхностного 

интеграла 2-го рода 

О п р е д е л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  2  г о  

р о д а . Пусть двусторонняя поверхность   с выбранным 

направлением единичного вектора нормали n  задана явно 

непрерывно-дифференцируемой функцией  ;z x y  в области 

G Oxy . И пусть в точках поверхности   определена непре-

рывная функция  ; ;R x y z . Выбранную сторону поверхности   

разобьем на n  частичных поверхностей 
1

 , 2
 , ... , n

 . Обо-

значим 1
 , 2

 , ... , n
  проекции этих частей на плоскость Oxy . 

При этом площадь проекции i
 ,  i i xy

   , берется со зна-

ком « », если выбрана внешняя сторона 
  поверхности (нор-

маль n  к выбранной стороне составляет с осью Oz  острый 

угол), со знаком «–», если выбрана внутренняя сторона 
  по-

верхности. 

Сумма  

 
1

; ;
n

i i i i

i

R    


        (6.11) 

называется интегральной суммой для функции  ; ;R x y z  по вы-

бранной стороне поверхности. 



 88 

Обозначим через   наибольший из диаметров разбие-

ния:  
1
max

i
i n

d
 

  . 

Поверхностным интегралом 2-го рода от функции  ; ;R x y z  

по выбранной стороне поверхности называется предел (если он 

существует) интегральной суммы (6.11) при 0  : 

   
0

1

; ; lim ; ;
n

i i i i

i

R x y z dxdy R


   




   ,   (6.12) 

функция  ; ;R x y z  называется интегрируемой по поверхности 

  по переменным x  и y . 

Аналогично определяются поверхностные интегралы 2-го ро-

да по выбранной стороне поверхности   по переменным y  и 

z , z  и x  от непрерывных функций  ; ;P x y z  и  ; ;Q x y z , опре-

деленных в точках двухсторонней поверхности  , соответ-

ственно: 

     
0

1

; ; lim ; ;
n

i i i i yz
i

P x y z dydz P


  




   ;  (6.13) 

     
0

1

; ; lim ; ;
n

i i i i zx
i

Q x y z dzdx Q


  




   .  (6.14) 

Общим поверхностным интегралом 2-го рода называется ин-

теграл вида  

     ; ; ; ; ; ;P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdz


  .  (6.15) 

Если   – замкнутая двусторонняя поверхность, то поверх-

ностный интеграл 2-го рода по внешней стороне ее обозначается 




 , по внутренней  – 




 . 

С в о й с т в а  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  2 - г о  

р о д а . Поверхностный интеграл 2-го рода обладает следующи-

ми свойствами: 

– для общего поверхностного интеграла 2-го рода справедли-

во равенство: 

Pdydz Qdzdx Rdxdz


  Pdydz Qdzdx Rdxdy
  

     ; 



 89 

– (линейность) если   и   — произвольные постоянные 

числа, функции  1
; ;P x y z  и  2

; ;P x y z  интегрируемы по вы-

бранной стороне поверхности  , то функция 

   1 2
; ; ; ;P x y z P x y z     также интегрируема по выбранной 

стороне поверхности   и справедливо равенство: 

 1 2P P dydz 


  1 2P dydz P dydz 
 

  ; 

– (аддитивность) если поверхность  , из двух частей 
1

  и 

2
 , 

1 2
  , а пересечение 

1
  и 2

  состоит лишь из гра-

ницы, их разделяющей, и функция  ; ;P x y z  интегрируема по 

выбранным сторонам 
1

  и 2
 , то функция  ; ;P x y z  также ин-

тегрируема по выбранной стороне поверхности   и справедли-

ва формула  

     
1 2

; ; ; ; ; ;P x y z dydz P x y z dydz P x y z dydz
  

    ; 

– (оценка интеграла) если функции  ; ;P x y z ,  ; ;Q x y z , 

 ; ;R x y z  интегрируемы по выбранной стороне двусторонней 

поверхности   и 
2 2 2

P Q R M    во всех точках поверхно-

сти, то  

     ; ; ; ; ; ; ½P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdz M


    , 

где S  – площадь поверхности; 

– (ориентированность) если 
  противоположная сторона к 

стороне 
  поверхности  , то  

 

Pdydz Qdzdx Rdxdz


  Pdydz Qdzdx Rdxdz


    . 

 

В ы ч и с л е н и е  п о в е р х н о с т н о г о  и н т е г р а л а  2  г о  

р о д а . Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода сводит-

ся к вычислению двойного интеграла, учитывая проекции по-

верхности на соответствующие плоскости:  
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а)     , , , , ,

xyG

R x y z dxdy R x y z x y dxdy


   ,  (6.16) 

где 
xy

G  – проекция   на плоскость Oxy ; знак “+” берется в 

случае, если 
2


   и “–”, если 

2


   (   угол между вектором n  

и положительным направлением оси Oz ); 

 

б)     , , , , ,

yzG

R x y z dydz R x y z y z dydz


   ,   (6.17) 

где 
yz

G  – проекция   на плоскость Oyz ; знак “+” берется в 

случае, если 
2


   и “–”, если 

2


   (  угол между вектором 

n  и положительным направлением оси Ox ); 

в)     , , , , ,

xzG

R x y z dzdx R x y x z z dzdx


   ,    (6.18) 

где xz
G  – проекция G  на плоскость Oxz ; знак “+” берется в слу-

чае, если 
2


   и “–”, если 

2


   (  угол между вектором n  и 

положительным направлением оси Oy ). 

Тогда 

Pdxdz Qdzdx Rdxdy


    

yz xz xyG G G

Pdydz Qdzdx Rdxdy       

 

(6.19) 

Общий поверхностный интеграл 2-го рода и поверхностный 

интеграл 1-го рода связаны соотношением: 

Pdydz Qdzdx Rdxdz


         (6.20) 

=  cos cos cosP Q R dS  


  ,  

где cos , cos , cos  координаты единичного вектора n  нор-

мали к поверхности  . 
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Координаты вектора n  определяются заданием поверхности 

  (таблица 6.1). 

 

Таблица 6.1 – Координаты вектора n  в зависимости от 

задания поверхности   

Вид задания 

поверхности 

  

Угол между век-

тором нормали 

n  и соответ-

ствующей коор-

динатной осью 

Координаты вектора нормали 

 ;z z x y  2


   

''

' 2 ' 2 ' 2 ' 2
; ;1

1 1

yx

x y x y

zz
n

z z z z

 
   
    
 

 

 

 ,x x y z  2


   

' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2
1; ;

1 1

y z

y z y z

x x
n

x x x x

 
   
    
 

 

 

 ,y y x z  2


   

' '

' 2 ' 2 ' 2 ' 2
;1;

1 1

x z

x z x z

y z
n

y y y y

 
   
     

 

 , , 0F x y z  , 

0zF    2


    

1
, ,x y z

z

n F F F
F

  


 

 , , 0F x y z  , 

0yF    2


    

1
, ,x y z

y

n F F F
F

  


 

 , , 0F x y z  , 

0xF    2


    

1
, ,x y z

x

n F F F
F

  


 

 ,x x u v , 

 ,y y u v , 

 ,z z u v  

  

 

 

 

 

 

, , ,
; ;

, , ,

D y z D z x D x y
n

D u v D u v D u v

 
  
 
 

 

Замечание. Если угол 
2


   (

2


  ,

2


  ), то вектор 

нормали равен ( n ). 
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Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определение поверхностного интеграла 1-го рода. 

2 Перечислите свойства поверхностного интеграла 1-го рода. 

3 Как вычисляется поверхностный интеграл 1-го рода в слу-

чаях: а) параметрического, б) явного, в) неявного заданий по-

верхности? 

4 Для вычисления каких величин используется поверхност-

ный интеграл 1-го рода? 

5 Дайте определение поверхностного интеграла 2-го рода. 

6 Перечислите свойства поверхностного интеграла 2-го рода. 

7 Как вычисляется поверхностный интеграл 2-го рода? 

8 Какой формулой выражается связь между поверхностными 

интегралами 1-го и 2-го рода? 

 

Решение типовых примеров 

 

1 Вычислить  2 2
x y dS



 , где поверхность   – верхняя 

половина сферы 2 2 2 2
x y z a    

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения верхней полусферы 

имеют вид 

sin cosx a   , sin siny a   , cosz a  , 

где 0 / 2   , 0 2   . 

Частные производные по переменным   и   равны: 

cos cosx a    , cos siny a    , sinz a    ; 

sin sinx a     , sin cosy a    , 0z  . 

Тогда  
2 2 2 2 2 2 2 2
cos cos cos sin sinE a a a         

 2 2 2 2
cos sina a    ; 

2 2 2 2 2 2 2 2
sin sin sin cos sinG a a a       ; 
2 2
sin cos sin cos sin cos sin cos 0F a a           ; 

2 2 2 2 4 2
sin sinEG F a a a     . 

Подставляя в формулу (6.3), получим  
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 2 2 2 2 4 2 4 3
sin sin sin

W W

x y dS a a d d a d d      


      

2 2
4 3

0 0

sina d d





        
2

4 2

0

2 1 cos cosa d



       

=
3

4 4 42
0

cos 1 4
2 cos 2 1

3 3 3
a a a




   
   

         
  

. 

2 Вычислить интеграл  3 2x y z ds


  , где 

  ; ; 4 3 2 4 0, 0, 0, 0x y z x y z x y z         . 

Р е ш е н и е . Данная поверхность   представляет собой часть 

плоскости 4 3 2 4 0x y z    , расположенную в первом октанте 

(рисунок 6. 2).  

Запишем уравнение плоскости в виде 
3

2 2
2

z x y   . Тогда 

'
2

x
z   , ' 3

2
y

z   . 

 
Рисунок 6. 2 – Поверхность интегрирования  

к типовому примеру 2 

 
Используя формулу (6.4), имеем 

 3 2x y z dS


    
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3 9
3 2 2 2 1 4

2 4
G

x y x y dxdy
  

         
  

  

 
29

4 3 6
2

G

x y dxdy     

 

 

 
 

4
1

41 13
1

2 3

0
0 0 0

29 29
4 3 6 4 3 3

2 2

x

x

dx x y dy y xy y dx





        

     
1

2

0

29 16 16
1 4 1 1

2 3 3
x x x x dx

 
       

 
  

   
1

2 33

2

0

1 129 16 16 29
2 4

2 3 2 3 3 3 9

x xx
x

  
         
 
 

. 

3 Вычислить площадь поверхности  , заданной уравнением 
2 2

z x y   и расположенной между плоскостями 0z   и 1z  . 

Р е ш е н и е . По условию 2 2
z x y  . Тогда  

2
x

z x  , 2
y

z y  . 

По формуле (6.6) получаем  

 2 2 2 21 4 4 1 4
G G

S dS x y dxdy x y dxdy


         , 

где G  – проекция   на плоскость Oxy . 

Для вычисления интеграла перейдем к полярным координа-

там  

cosx r  , siny r  . 

Так как область G есть круг 2 2
1x y  , то 0 1r  , 

0 2   . 

Отсюда имеем  

*

21 4

G

S r r drd  
2 1

2

0 0

1 4d r r dr



     

=  
1

2 2

0

1 4 1 4
4

r d r


      
3

2 1

0

2
1 4 5 5 1

4 3 6
r

 
    . 
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4 Вычислить 2 2
x y dS



 , где   – часть конической по-

верхности 2 2 2
0x y z   , заключенная между плоскостями 

0z   и 1z  . 

Р е ш е н и е . Поверхность   задана неявно уравнением 
2 2 2

0x y z   . Проекция   на плоскость 0z   представляет 

собой круг 2 2
1x y  .  

Так как   2 2 2
, ,F x y z x y z   , то  

2
x

F x  ; 2
y

F y  ; 2
z

F z  , 

     
2 2 2

2 2 2

2 2

1
2 2 2

2

x y z
dS x y z dxdy dxdy

z x y

 
   


. 

По формуле (6.5) получим 

2 2x y dS


   2 2 2 2

xyG

x y x y dxdy   = 

*

2 2 2

cos ,

sin ,
2 2

0 1,

0 2 ,
xyG G

x r

y r
x y dxdy r drd

r

J r






 

 
 


    
  
 

   

   

2 1

2

0 0

1 2 2
2 2 2

3 3
d r dr




       . 

5 Вычислить 2 2
y zdxdy xzdydz x ydxdz



  , где   – внешняя 

сторона поверхности 2 2
z x y  , отсекаемая плоскостью 2z  . 

Р е ш е н и е . Поверхность   представляет собой параболоид, 

заданный явно уравнением 2 2
z x y  . Поэтому вектор нормали 

равен  

 2 ,2 , 1n x y  , 

так как сторона внешняя и угол 
2


  . 
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Линия пересечения параболоида с плоскостью 2z  есть 

окружность с центром в точке  0;0O  радиуса 2R  : 

2 2
2x y  . 

Тогда по формуле (6.16) получим 
2 2

y zdxdy xzdydz x ydxdz


    

  2 2
2 2 1

G

xz x x y y y z dxdy         

    2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

G

x x y x y y x y dxdy       

 4 2 2 2 2 2 2 4
2 2 2

G

x x y x y y x y dxdy       

 4 2 2 4
2 3

G

x x y y dxdy   . 

Для вычисления интеграла перейдем к полярным координа-

там:  

cosx r  , siny r  , 0 2   , 0 2r  , 

якобиан отображения равен J r .  

Тогда 

 4 2 2 4
2 3

G

x x y y dxdy    

 
*

4 4 4 2 2 4 4
2 cos 3 cos sin sin

G

r r r rdrd         

 
*

5 4 2 2 4
2cos 3cos sin sin

G

r drd         

2 22 2

5 2

0 0

1 cos 2 3 1 cos 2
2 sin 2

2 4 2
r dr d


 

 
     

            
   

2
6

0
6

r


 2 2 2

0

3 1 cos 41 2cos 2 cos 2 1 2cos 2 cos 2

2 8 4
d

    


     
   

 
  
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4

3


2

0

1 1 cos 4 3 3cos 4 1 1 1 cos 4
cos 2 cos 2

2 4 8 8 4 2 8
d


  

  
  

        
 


2

0

4 3 3 1
cos 2 cos 4

3 4 2 4
d



  
 

    
 
  

2

0

4 3 3 1
sin 2 sin 4 2

3 4 4 16



   
 

    
 

. 

6 Вычислить 2 2 2
x dydz y dxdz z dxdy



  , где поверхность   

есть внешняя сторона сферы 2 2 2
16x y z   , лежащая в первом 

октанте. 

Р е ш е н и е . Поверхность задана неявно уравнением 

 , , 0F x y z  , 0
z

F   0z  . По условию, нормаль к внешней 

стороне образует угол 
2


  : 

   
1 1

, , 2 ,2 ,2 , ,1
2

x y z

z

x y
n F F F x y z

F z z z

 
      

  
; 

при этом 
2 2

16z x y   . 

Тогда получим 

2 2 2 2 2 2

G

x y
x dydz y dxdz z dxdy x y z dxdy

z z


 
        

 
   

 3 3 21

G

x y z dxdy
z

 
    

 
  

=
3 3

2 2

2 2
16

16G

x y
x y dxdy

x y

 
   
   

 . 

Область G  – часть круга, лежащая в первой четверти: 
2 2

16x y  , так как по условию 0x  , 0y  . Перейдем к по-

лярным координатам: 

cosx r  , siny r  , 0 4r  , 0
2


  , 

якобиан отображения есть J r . 
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Тогда  

*

3 3 3 3

2

2

cos sin
16

16G

r r
I r r drd

r

 


 
    

 
  

 
*

4
3 3 3

2
cos sin 16

16G

r
r r drd

r
  

 
      

 
  

   
4 442 2

3 3 2

2
0 0 0 0

cos sin 16
16

r
d dr d r r dr

r

 

       


     

   
4 42 2

2 2

2
0 0 0

1 sin sin 1 cos cos
16

r dr
d d

r

 

   

 
 

     
 

 

    

4
2 4

0

16

2 2 4

r r  
   

 

4sin

4cos

0
2

r t

dr tdt

t


 
 
 

  
 

  
 

 

= 
3 32 2

0 0

sin cos
sin cos

3 3

 

 
 

 
    

       
    
 

 

 
4 42

0

4 sin 4cos
2 64 64

4cos 2

t tdt

t



 
       

   
2 2

2 2

0 0

2 2 4 64
64 1 cos 2 32 1 2 cos 2 cos 2

3 3 3
t dt t t dt

 


 

         
 

 

32 
2

0

256 1 1
1 2cos 2 cos 4 32

3 2 2
t t dt




 
     

 
  

2

0

256 3 1
sin 2 sin 4 32

3 2 8
t t t




 

     
 
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256 3
32 64 32 96

3 4


         . 

7 Вычислить    xdydz y z dzdx z y dxdy


    , где поверх-

ность   есть внешняя сторона верхней полусферы 
2 2 2

9x y z   . 

Р е ш е н и е . Зададим поверхность   параметрическими 

уравнениями 

3 cosx zin  , 3sin siny   , 3cosz  , 

где 0
2


  , 0 2   . 

Имеем: 

 

 
2

,
9sin cos

,

D y z

D
 

 
 ; 

 

 
2

,
9sin sin

,

D z x

D
 

 
 ; 

 

 

,
9cos sin

,

D x y

D
 

 
 . 

Тогда получим 

    
2 2

2

0 0

3sin cos sin cosxdydz y z dzdx z y dxdy d





    


        

  2
3sin sin 3cos 9sin sin        

 3cos 3sin sin 9cos sin )d         

 
2 2

3 2

0 0

27 sin cos sind d





         

 
2

2

0
0

27 2 sin 54 1 cos 54 1 54d





             . 
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8 Вычислить интеграл xdydz ydzdx zdxdy


   по верхней 

стороне плоскости 1 0x z   , отсеченной плоскостями 0y   и 

4y   и лежащей в первом октанте (рисунок 6. 3). 

Р е ш е н и е . По определению 

yz zx xyG G G

xdydz ydzdx zdxdy xdydz ydzdx zdxdy


         . 

 

 
Рисунок 6. 3 – Поверхность интегрирования  

к типовому примеру 8 

 
Найдем значения направляющих косинусов 

2 2 2

1 1
cos 0

21 0 1
   

 
; 

2 2 2

0
cos 0

1 0 1
  

 
; 

2 2 2

1 1
cos 0

21 0 1
   

 
. 

Интеграл 0

zxG

ydzdx  , так как плоскость   параллельна оси 

Oy  (нормаль и ось Oy  перпендикулярны), первый и третий ин-

тегралы нужно взять со знаком  “+”. 

Тогда находим 

   
4 1

0 0

1 1 2

xyG

zdxdy x dxdy dy x dx




        , 
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   
4 1

0 0

1 1 2

yzG

xdydz z dydz dy z dz




        . 

Следовательно, 4xdydz ydzdx zdxdy


   . 

 

 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по поверх-

ностям: 

а) 
4

2
3

z x y dS


 
  

 
 , где   – часть плоскости 1

2 3 4

x y z
   , 

лежащая в первом октанте; 

б)  2 2
x y dS



 , где   – сфера 2 2 2 2
x y z a   ; 

в) 2 2
x y dS



 , где   – боковая поверхность конуса 

2 2 2

0
2 2 9

x y z
     0 3z  ; 

г)  x y z dS


 , где   – часть цилиндрической поверхности 

2
4x y  , отсеченной плоскостями 0z  , 1z  ; 

д)  2 2 2
1x y z dS



   , где   – поверхность 

2 2
2 9y x z   , отсеченная плоскостью 0y  ; 

е)  2 2 2
3 3 5x y z dS



  , где   – часть поверхности 

2 2
z x y  , отсеченная плоскостью 1z  ; 

ж)  2 3 2
x y z dS



  , где   – часть сферы 
2 2

1y x z   . 



 102 

2 Найти площадь поверхности сферы 2 2 2
16x y z   , за-

ключенной внутри цилиндра 
2 2

1
16 9

x y
  . 

3 Вычислить площадь части поверхности цилиндра 
2 2

2x y x  , вырезанную из него сферой 2 2 2
4x y z   . 

4 Вычислить площадь части конуса 
2 2

z x y  , заключен-

ной внутри цилиндра 2 2
2x y x  . 

5 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по поверх-

ностям: 

а)  2y z dxdy


 ,   – верхняя часть плоскости 

6 3 2 6x y z   , расположенная в первом октанте; 

б) zdxdy


 , где   – внешняя сторона эллипсоида 

2 2

2
1

4 9

x z
y   ; 

в)  2 2 2
4x z y dxdz



  , где   – внешняя сторона поверх-

ности 2 2
y x z  , отсеченной плоскостями 0y  , 3y  ; 

г) 2
4 8zdydz ydzdx x dxdy



  , где   – часть поверхности 

2 2
z x y  , отсекаемая плоскостью 1z   (нормаль внешняя), 

д)      2x y dydz y x dzdx z dxdy


     , где   – часть 

конуса 2 2 2
x y z  , 0z  , отсекаемая плоскостью 1z  ; 

е) xdydz zdxdy


 , где   – внешняя сторона боковой по-

верхности цилиндра 2
4y x  , ограниченной плоскостями 

0z   и 2z  ; 

ж) 2 2 2
x dydz y dxdz z dxdy



  , где   – внешняя сторона 

полной поверхности конуса 2 2 2
x y z   0 1z  ; 
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и)  2 2
4 4 5y x z dydz



  , где   – внутренняя сторона части 

поверхности 2
4y x , отсеченной плоскостями 4x  , 0z  , 

3z  ; 

к) 3 3 3
x dydz y dxdz z dxdy



  , где   – внешняя сторона на 

поверхности пирамиды, образованной плоскостями 1x y z   , 

0x  , 0y  , 0z  ; 

л)    2 2
2x z dydz x y dxdz



   , где   – внешняя сторона 

части параболоида 2 2
y x z  , отсеченной плоскостью 2y   и 

расположенной над плоскостью Oxy ; 

м) xdydz ydxdz zdxdy


  , где   – внешняя сторона цилин-

дра 2 2
4x y   с основаниями 0z   и z H . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Вычислить поверхностные интегралы 1-го рода по поверх-

ностям: 

а) 2 2
1 4 4x y dS



  , где   – часть поверхности 

2 2
1z x y   , отсеченная плоскостью 0z  ; 

б)  2 2 2
3 5x y z dS



   , где   – часть поверхности 

2 2
y x z  , отсеченная плоскостями 0y  , 2y  ; 

в)  4 2 2 2 4
2x y x z z dS



   , где   – часть плоскости 

4x y z   , вырезанная цилиндром 
2 2

4x z  ; 

г)  y x z dS


 , где   – часть поверхности 
2

9y z  , от-

сеченная плоскостями 0x  , 2x  ; 



 104 

д) zdS


 , где   – часть поверхности 2 2
2z x y  , вырезан-

ная поверхностью 2 2
z x y  ; 

е) 
2

2

2

1 4

x y z
dS

x

 


 , где   – часть цилиндрической поверхно-

сти 2
4y x  , отсеченная плоскостями 2z y  , 0z  . 

2 Найти площадь части плоскости 1
2 3 2

x y z
   , заключенной 

между координатными плоскостями. 

3 Найти массу части цилиндрической поверхности 

2
9y z  , отсеченной плоскостями 0x  , 2x  , если 

   , ,x y z y x z   . 

4 Вычислить площадь части поверхности параболоида 
2 2

1x y z   , вырезанной цилиндром 2 2
1y z  . 

5 Найти площадь части конуса 
2 2

z x y  , вырезанную ци-

линдром    
2

2 2 2 2
4x y x y   . 

6 Вычислить поверхностные интегралы 2-го рода по поверх-

ностям: 

а) 2
z dxdy



 , где   – внешняя сторона поверхности эллип-

соида 2 2 2
2 2x y z   ; 

б) yzdydz xzdxdz xydxdy


  , где   – внешняя сторона 

плоскости 4x y z   , отсеченной координатными плоскостя-

ми; 

в) 2
x dydz zdxdy



 , где   – часть поверхности параболоида 

2 2
z x y  , отсекаемая плоскостью 4z  ; 
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г) 
2 2

16 9

x y
dxdy



 
 

 
 , где   – внешняя сторона части поверх-

ности 
2 2

4
16 9

x y
z    , отсеченной плоскостью 0z  ; 

д)  2 2 2
ax by cz dydz



  , где   – внутренняя сторона по-

верхности 2 2
x y z  , отсеченной плоскостями 0x  , x a ; 

е)  2 2
ax by cz dxdz



  , где   – внутренняя сторона по-

верхности 2
2x y , отсеченной плоскостями 2y  , 0z  , 2z  ; 

ж)  2 2 2
2 3 5x y z dydz



  , где   – внутренняя сторона ча-

сти полусферы 
2 2 2

x R y z   , вырезанной конусом 

2 2
x y z  ; 

и) 3
xdydz z dxdy



 , где   – сфера 2 2 2
1x y z    (внешняя 

нормаль); 

к) 2 2 2
x dydz y dzdx z dxdy



  , где   – внешняя сторона по-

верхности куба 0 1x  , 0 1y  , 0 1z  ; 

л) 2xdydz ydxdz zdxdy


  , где   – внешняя сторона за-

мкнутой поверхности, образованной параболоидом 2 2
3z x y   

и полусферой 
2 2

4z x y   . 
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Практическое занятие 7 Кратные и поверхностные инте-

гралы 

 

7.1 Формула Остроградского-Гаусса 

7.2 Формула Стокса 

 

7.1 Формула Остроградского-Гаусса 

Формула Остроградского-Гаусса устанавливает связь между 

поверхностными интегралами 2-го рода по замкнутой поверхно-

сти и тройными интегралами по пространственной области, 

ограниченной этой поверхностью. 

Т е о р е м а  1  Пусть  

1) Q  – элементарная относительно оси Oz  замкнутая об-

ласть, ограниченная поверхностью  ;  

2) функции  ; ;P x y z ,  ; ;Q x y z ,  ; ;R x y z  непрерывны вме-

сте со своими частными производными первого порядка в обла-

сти Q . 

Тогда справедлива формула Остроградского-Гаусса 

 

Q

P Q R
Pdydz Qdzdx Rdxdz dxdydz

x y z


   
     

   
   (7.1) 

 

Формула Остроградского-Гаусса (7.1) справедлива для любой 

области Q , которую можно разбить на конечное число элемен-

тарных областей. Также формулу Остроградского-Гаусса можно 

использовать для вычисления поверхностных интегралов 2-го 

рода по замкнутым поверхностям. 

Для вычисления объема тела, ограниченного замкнутой по-

верхностью  , используется формула: 

1

3
V xdydz ydzdx zdxdy



   .   (7.2) 

 

7.2 Формула Стокса 

Формула Стокса устанавливает связь между поверхностными 

интегралами и криволинейными интегралами. 
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Т е о р е м а  2  Пусть  

1)   – элементарная относительно оси Oz  поверхность, 

заданная уравнением  ;z z x y , где функции  ;z x y ,  ;xz x y , 

 ;yz x y  – непрерывны в замкнутой области G , проекции   на 

Oxy ; 

2)   – контур, ограничивающий область  , 1
  – его проек-

ция на плоскость Oxy , являющаяся контуром, ограничивающим 

область G ; 

3) функции  ; ;P x y z ,  ; ;Q x y z ,  ; ;R x y z  непрерывны вме-

сте со своими частными производными первого порядка на вы-

бранной стороне поверхности  . 

Тогда имеет место формула Стокса 

 

Pdx Qdy Rdz


    

Q P R Q P R
dxdy dydz dzdx

x y y z z x


         
          

         
 . 

 

 

(7.3) 

 

С л е д с т в и е .  Если  

Q P

x y

 


 
, 

R Q

y z

 


 
, 

P R

z x

 


 
, то 

1) 0
L

Pdx Qdy Rdz   ; 

2) подынтегральное выражение представляет собой полный 

дифференциал некоторой функции  ; ;U z y z , для которой: 

Pdx Qdy Rdz dU   . 

Формула Стокса справедлива для любой области, которую 

можно разбить на конечное число элементарных областей ука-

занного вида. 

Учитывая, что  

cos dS dxdy  , cos dS dzdx  , cos dS dydz  , 

формулу Стокса можно записать в виде: 
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Pdx Qdy Rdz


    

cos cos cos .
Q P R Q P R

dS
x y y z z x

  


          
           

          


 Данную формулу легко запомнить, используя для подынте-

грального выражения определитель: 

cos cos cos

x y z

P Q R

  

  

  
. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Напишите формулу Остроградского-Гаусса и сформули-

руйте условия, при которых эта формула верна. 

2 Напишите формулу Стокса и сформулируйте условия, при 

которых эта формула верна. 

 

Решение типовых примеров 
 

1 Вычислить интеграл xdydz ydzdx zdxdy


  , где поверх-

ность   есть внешняя сторона пирамиды, ограниченной плос-

костями 1 0x y z    , 0x  , 0y  , 0z   (рисунок 7. 1). 

 
Рисунок 7. 1 – Поверхность интегрирования  
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к типовому примеру 1 
Р е ш е н и е . Используя формулу Остроградского-Гаусса (7.1), 

имеем 

 1 1 1 3
V V

xdydz ydzdx zdxdy dxdydz dxdydz


          

 
111 1 1 1 1 2

1

0

0 0 0 0 0 0 0

3 3 3
2

xx yx x
x y y

dx dy dz dx z dy y xy dx

  
 

 
      
 
 

       

=  
 

21

0

1 1 1
3 1 1 3

2 6 2

x
x x x dx

 
       
 
 
 . 

2 Вычислить  

     2 2
2 3

y
I e x dydz x y dzdx y z dxdy



      , 

где   – внешняя сторона поверхности шара  

   
2 22

1 5 9x y z     . 

Р е ш е н и е . Имеем: 

  2
, ,

y
P x y z e x  ;  , , 2Q x y z x y  ;   2

, , 3R x y z y z  . 

Отсюда  

1 2 3 2
P Q R

x y z

  
     

  
. 

По формуле Остроградского-Гаусса (7.1) получим 

34
2 2 3 72

3
Q

I dxdydz       , 

так как 
Q

dxdydz  численно равен объему шара радиуса 3R  . 

3 Вычислить интеграл 
2 3

x y dx dy zdz


  , используя форму-

лу Стокса, где  

  2 2 2; ; , 0x y z x y R z     , 

взяв в качестве поверхности полусферу (рисунок 7. 2) 

  2 2 2
; ;x y z z R x y      . 
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Р е ш е н и е . Так как  

2 2
3

Q P
x y

x y

 
  

 
, 0

R Q

y z

 
 

 
, 0

P R

z x

 
 

 
, 

по формуле Стокса (7.3), получаем 

 

 
Рисунок 7. 2 – Поверхность интегрирования  

к типовому примеру 3 
 

2 3 2 2 2 2
3 3

G

x y dx dy zdz x y dxdy x y dxdy
 

 

          

5 2 2

0 0

cos ,

sin ,
3 sin cos

0 ,

.

2 R

x r

y r
d r dr

r R,0 2

J r






  

 

 
 


     
    
 

 

   

6

2 2 5 2

0 0 0

1
3 sin cos sin 2

2 4

2 R 2
R

d r dr d

 

              

 
6 6 6

0

0

1
1 cos 4 0

8 2 16 8

2
2R R R

d


 

           . 

4 Вычислить  

     I x y dx x z dy y z dz


       

по контуру, где  1,0,0A ,  0,1,0B ,  0,0,1C  

Р е ш е н и е . Имеем 

P x y  , Q x z  , R y z  . 

Тогда по формуле Стокса (7.3) получим 
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     1 1 0 0 1 1I dydz dzdx dxdy


        

1
2 2 2 1

2
G

dtdz dydz


      . 

где G  – плоскость ABC  (внешняя сторона); это плоскость, 

отсекающая на осях координат отрезки длины единицы. Так как 

нормаль к внешней стороне плоскости образует с осью Ox  угол 

2


  , то по правилу вычисления поверхностных интегралов 2-

го рода можно записать: 

D

dydz dydz


  . 

Имеем 
D

dydz S , где D  – треугольник прямоугольный в 

плоскости 0x   с катетами длины 1 ( D  – проекция плоскости 

ABC  на плоскость 0x  ), а S  – площадь этого треугольника 

1 1
1 1

2 2
S     . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 По внешней стороне замкнутой поверхности   тела Q , 

заданного неравенствами 2 2 2
x y z  , 0 1z  , вычислить ин-

теграл 2
x zdydz ydzdx zdxdy



  . 

2 Вычислить xdydz ydzdx zdxdy


  , где   – внешняя сто-

рона поверхности 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . 

3 Вычислить      3 2 2x y z dx x z dy x y dz


      , где   

– контур ABC  с вершинами  2,0,0A ,  0,3,0B ,  0,0,1C  в 

положительном направлении. 
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4 Вычислить      2 2 2 2 2 2
z x dx x y dy y z dz



      по кон-

туру  , являющимся линией пересечения поверхностей 
2 2 2

x y z  , 2 2 2
4x y z    и пробегаемый в положительном 

направлении ( 0z  ). 

5 Вычислить    
22 2

2 x y dx x y dy


   , где   – контур 

ABC :  1;1A ,  2;2B ,  1;3C , пробегаемый в положительном 

направлении. 

6 Вычислить 2 2 2
x dydz y dzdx z dxdy



  , где   – внешняя 

полная поверхность конуса 
2 2 2

0
4 4 9

x y z
     0 3z  . 

7 Вычислить 3 3 3
x dydz y dxdz z dxdy



  , где   – внешняя 

сторона сферы 2 2 2
25x y z   . 

8 Вычислить 2 2 2
y dx x dy z dz



  , где   – линия пересече-

ния параболоида 2 2
1x z y    с координатными плоскостями. 

9 Вычислить      y z dx z x dy x y dz


     , где   – 

окружность 2 2 2
9x y z   , 0x y z   . 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Вычислить 2 2 2
x dydz y dzdx z dxdy



  , где   – внешняя 

сторона поверхности куба 0 5x  , 0 5y  , 0 5z  . 

2 Вычислить xdydz ydzdx zdxdy


  , где   – внешняя сто-

рона пирамиды, ограниченной поверхностями 2x y z   , 

0x  , 0y  , 0z  . 
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3 Вычислить  zdx x y dy ydz


   , где   – контур тре-

угольника, полученного в результате пересечения плоскости 

2 2 2x y z    с координатными плоскостями в положительном 

направлении. 

4 Вычислить      y z dx z x dy x y dz


     , где   – эл-

липс 2 2
1x y  , 1x z  . 

5 Вычислить 2
xdydz ydzdx z dxdy



  , где   – внешняя сто-

рона замкнутой поверхности: 2 2
3x y z  , 2 2 2

4x y z    

(часть сферы, накрывающая параболоид). 

6 Вычислить 2 3
2xydydz y dzdx z dxdy



  , где   – внешняя 

сторона замкнутой поверхности 2 2 2
4x y z z   , 

2 2
3x y z  . 
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Практическое занятие 8 Скалярные и векторные поля 

 

8.1 Скалярные поля и их основные характеристики 

8.2 Векторные поля и их основные характеристики 

8.3 Потенциальное и соленоидальное векторные поля 

 

8.1 Скалярные поля и их основные характеристики 

Стационарным скалярным полем называется пространство 
n  (или его часть – область Q ), в каждой точке  1 2

, ,...,
n

P x x x  

которого определена скалярная функция 

   1 2, ,..., nU P U x x x .       (8.1) 

Функция  U P  независимо от ее физического смысла назы-

вается потенциалом скалярного поля.  

Скалярными полями являются:  

– поле температур тела;  

– поле плотности заряда на поверхности или в среде,  

– поле плотности масс тела. 

Основными характеристиками скалярного поля являются: по-

верхности (линии) уровня, производная по направлению и гра-

диент.  

Поверхностью уровня скалярного поля называется множество 

точек, в каждой из которых его потенциал  U P  сохраняет по-

стоянное значение. 

В пространстве 3  уравнение поверхности уровня (эквипо-

тенциальной поверхности) записывается в виде 

 1 2 3
, ,U x x x C ,       (8.2) 

где постоянная величина C  принимает такие значения, при ко-

торых равенство (8.2) имеет геометрический смысл.  

В пространстве 2 рассматривают линии уровня, уравнения 

которых имеют вид 

 1 2
,U x x C .        (8.3) 

Пусть в области Q  задано скалярное поле  U P . Рассмотрим 

точку 0
P Q  и какое-либо фиксированное направление, опреде-

ляемое единичным вектором  . Через точку 0
P  проведем пря-
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мую l , параллельную вектору , и выберем на ней точку P  (ри-

сунок 8. 1).  

 
Рисунок 8. 1 – Изменение потенциального поля  U P  

в направлении   
 

Производной по направлению вектора   функции  U P  в 

точке 0
P  называется предел (если он существует) отношения 

приращения функции    0U U P U P    к величине переме-

щения 
0

P P  при 
0

P P 0 : 

 
0

0

0
0

lim
P P

U P U

l P P

 



.      (8.4) 

Величина 
 0

U P

l




 характеризует скорость изменения ска-

лярного поля  U P  в точке 0
P  по выбранному направлению . 

Если 
 0

0
U P

l





, то скалярное поле в точке 0

P  возрастает, в 

противном случае – убывает. 

В пространстве 3  вектор   имеет координаты  

 =  cos ;cos ;cos   , 

где cos , cos  , cos  – направляющие косинусы (рисунок 8.2). 

Тогда производная по направлению 
 0

U P

l




 выражается че-

рез декартовы координаты: 

       0 0 0 0
cos cos cos

U P U P U P U P

l x y z
  

   
  

   
. (8.5) 
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Рисунок 8. 2 – Единичный вектор    

в пространстве 3  

 

Градиентом скалярного поля  U P  называется вектор 

 0
gradU P , проекциями которого на оси Ox , Oy , Oz  являются 

соответствующие частные производные функции  U P : 

 
     0 0 0

0
grad

U P U P U P
U P i j k

x y z

  
  

  
. (8.6) 

Из равенства (8.5) следует, что  

U

l





 grad cos grad ;U U  .  (8.7) 

Из формулы (8.7) следует, что величина 
U

l




 достигает 

наибольшего значения при  cos grad ;U  =1. Поэтому направле-

ние градиента является направлением наибыстрейшего возрас-

тания скалярного поля в точке.  

Поскольку 
22 2

max

grad
U U U U

U
l x y z

       
       

       
,   (8.8) 

то модуль градиента равен наибольшей скорости возрастания 

потенциала скалярного поля  U P  в точке. 

 



 117 

8.2 Векторные поля и их основные характеристики 

Стационарным векторным полем называется пространство 
n  (или его часть – область Q ), в каждой точке M  которого 

определена векторная функция 

 a a M . 

В пространстве 3  векторная функция  a M ,  ; ;M x y z , 

определяется проекциями  X M ,  Y M ,  Z M  вектора  a M  

соответственно на координатные оси Ox , Oy , Oz : 

       a M X M i Y M j Z M k    .   (8.9) 

Будем считать, что  X M ,  Y M ,  Z M  являются непре-

рывно дифференцируемыми функциями координат точки M . 

Тогда векторная функция  a M  называется непрерывно диффе-

ренцируемой в области Q . 

Векторными полями являются: 

– электрическое поле системы электрических зарядов, харак-

теризующееся в каждой точке вектором напряженности; 

– магнитное поле, создаваемое электрическим током и харак-

теризующееся в каждой точке вектором магнитной индукции; 

– поле тяготения, создаваемое системой масс, характеризую-

щееся в каждой точке вектором силы тяготения; 

– поле скоростей потока жидкостей, описываемое в каждой 

точке вектором скорости. 

Основными характеристиками векторного поля являются: 

векторные линии, поток, дивергенция, циркуляция и вихрь. 

В е к т о р н ы е  л и н и и .  Векторной (силовой) линией   век-

торного поля  a M  называется линия, для которой в каждой ее 

точке M  вектор  a M  направлен по касательной к данной ли-

нии. 

Векторными линиями в движущейся жидкости являются ли-

нии скоростей, в электростатическом поле – силовые линии, в 

магнитном поле – линии, соединяющие северный и южный по-

люсы, в поле gradU  – линии, ортогональные к эквипотенциаль-

ным поверхностям скалярного поля  U M . 
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Пусть векторная линия   задана уравнением  

       r t x t i y t j z t k   . 

Тогда вектор d r dx i dy j dz k       в каждой точке 

направлен по касательной к линии   и потому коллинеарен век-

тору  a M . Следовательно, координаты векторов d r  и  a M  

пропорциональны: 

     ; ; , , , ,

dx dx dx

X x y z Y x y z Z x y z
  .    (8.10) 

Система дифференциальных уравнений (8.10) определяет 

векторные линии поля  a M . Общий интеграл системы (8.10) 

имеет вид 

 

 
1 1

2 2

, , ,

, , .

x y z c

x y z c





 




 

С геометрической точки зрения данная система задает два 

семейства поверхностей, которые в совокупности определяют 

искомые векторные линии.  

Если в некоторой области Q  для системы уравнений (8.10) 

выполнены условия теоремы о существовании и единственности 

решения задачи Коши, то через каждую точку  0 0 0 0
; ;M x y z  

проходит единственная векторная линия 

   

   
1 1 0 0 0

2 2 0 0 0

, , , , ,

, , , , .

x y z x y z

x y z x y z

 

 

 




 

П о т о к  в е к т о р н о г о  п о л я .  Пусть  a M  векторное по-

ле в некоторой области Q  и Q   – двусторонняя гладкая не-

замкнутая ориентированная поверхность. 

Потоком   векторного поля  a M  через ориентированную 

поверхность   называется число, равное значению поверхност-

ного интеграла 2-го рода: 

a n dS


   .      (8.11) 

Поток   зависит от выбора стороны поверхности (направле-
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ния вектора n ) и обладает всеми свойствами поверхностного 

интеграла 2-го рода. 

Поток   векторного поля  a M  через замкнутую поверх-

ность   равен сумме потоков по внешней и внутренней сторо-

нам этой поверхности: 

a n dS a n dS a n dS
   

         . 

Термин «поток» для введенной скалярной характеристики 

векторного поля употребляется независимо от физического 

смысла  a M . В частности, он определяет поле линейных ско-

ростей стационарно движущейся несжимаемой жидкости через 

область Q , ограниченную поверхностью  . Если 0  , то 

жидкости вытекает больше, чем поступает, следовательно, внут-

ри области Q  имеются источники. Если 0  , то внутри обла-

сти Q  имеются стоки, так как вытекает меньше жидкости, чем 

поступает. 

Д и в е р г е н ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я . Дивергенцией (рас-

ходимостью)  diva M  векторного поля  a M  в точке M  

называется скалярная функция, равная  

 
     

div
X M Y M Z M

a M
x y z

  
  

  
.   (8.12) 

Дивергенция характеризует мощность находящегося в точке 

M  источника при  div 0a M   или стока при  div 0a M  . Ес-

ли  div 0a M  , то в точке M  нет ни источника, ни стока.  

Т е о р е м а  1  ( О с т р о г р а д с к о г о  -  Г а у с с а )  Если 

векторная функция  a M  непрерывно дифференцируема в об-

ласти Q , ограниченной замкнутой поверхностью  , то поток 

векторного поля  a M  через поверхность   в направлении 

внешней нормали равен тройному интегралу по области Q  от 

дивергенции этого векторного поля: 

div
Q

a n dS a dxdydz


   .      (8.13) 



 120 

Данная теорема является аналитическим выражением теоре-

мы Остроградского - Гаусса в векторной форме.  

Ц и р к у л я ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я  и  е е  ф и з и ч е -

с к и й  с м ы с л . Рассмотрим область Q  3 , ориентированную 

линию   и векторное поле  a M , определенное на  . И пусть 

  – единичный вектор касательной к дуге  . 

Циркуляцией C  векторного поля  a M  вдоль замкнутой 

ориентированной кривой   называется число, равное значению 

криволинейного интеграла 1-го рода: 

 C a dl



  .       (8.14) 

Циркуляция обладает всеми свойствами криволинейного ин-

теграла 1-го рода. 

Поместим в поток круглую пластинку с лопастями, располо-

женными по ее ободу – окружности   (рисунок 8. 5).  

 

 
Рисунок 8. 3 – Физический смысл циркуляции 

 

Абсолютная величина циркуляции определяет угловую ско-

рость   вращения пластинки вокруг оси, проходящей через 

центр окружности  . Знак циркуляции показывает, в какую сто-

рону осуществляется вращение относительно ориентации линии 

 . 

Р о т о р  в е к т о р н о г о  п о л я . Локальной векторной харак-

теристикой векторного поля, связанной с его вращательной спо-

собностью, является ротор (вихрь). 

Ротором (вихрем) векторного поля  a M  в точке 
0

M  назы-

вается векторная функция 
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rot
Z Y X Z Y X

a i j k
y z z x x y

         
         

         
  (8.15) 

Символическая форма записи rot a  имеет вид: 

rot

i j k

a
x y z

X Y Z

  

  

.       (8.16) 

Т е о р е м а  2  ( С т о к с а )  Циркуляция С  непрерывно диф-

ференцируемого векторного поля  a M  по замкнутому поло-

жительно-ориентированному контуру   равна потоку ротора 

этого поля через любую гладкую поверхность  , опирающуюся 

на  : 

   rota dl a n dS

 

    .      (8.17) 

 

8.3 Потенциальное и соленоидальное векторные поля 

П о т е н ц и а л ь н о е  в е к т о р н о е  п о л е . Векторное поле 

 a M  называется потенциальным (безвихревым), если суще-

ствует такая непрерывно дифференцируемая скалярная функция 

 U M , что 

 grada U M .    (8.18) 

Функция  U M  называется в этом случае потенциалом век-

торного поля  a M . 

Потенциальное поле является наиболее простым среди век-

торных полей, так как оно определяется одной скалярной функ-

цией  U M  независимо от размерности пространства, в кото-

ром задано векторное поле.  

Например, в пространстве 3  для потенциального векторно-

го поля 

       , , , , , ,a M X x y z i Y x y z j Z x y z k      , 

выполняется равенство 
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 
U U U

a M i j k
x y z

  
  
  

.    (8.19) 

 

 

Свойства потенциальных векторных полей: 

– если векторное поле  a M , потенциально, то его потенци-

ал  U M  определяется с точностью до постоянного слагаемого; 

– если векторное поле  a M  задано в односвязной области 

Q , то необходимым и достаточным условием его потенциально-

сти является обращение в нуль ротора поля в любой точке M : 

 rot 0a M  .       (8.20) 

Примером потенциального поля является поле тяготения. 

С о л е н о и д а л ь н о е  в е к т о р н о е  п о л е . Векторное поле 

 a M  называется соленоидальным (трубчатым), если в любой 

точке M  дивергенция равна 0: 

 div  M 0a  .       (8.21) 

Свойства соленоидальных полей: 

– соленоидальные поля не содержат ни источников, ни сто-

ков; 

– из формулы Остроградского – Гаусса следует, что если век-

торное поле  a M  соленоидальное, то поток вектора  a M  че-

рез любую замкнутую поверхность   равен нулю; 

– (принцип сохранения интенсивности векторной трубки) 

потоки соленоидального векторного поля через различные сече-

ния векторной трубки равны между собой; 

– в соленоидальном векторном поле векторные линии не мо-

гут ни начинаться, ни оканчиваться внутри поля. Они либо за-

мкнуты, либо начинаются и оканчиваются на границе поля, либо 

имеют бесконечные ветви (в случае неограниченного поля); 

– в односвязной области в случае соленоидального векторно-

го поля поток вектора  a M  через любую поверхность  , опи-

рающуюся на замкнутый контур  , зависит не от вида этой по-

верхности, а только от самого контура  . 

Примером соленоидального поля является магнитное поле, 
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создаваемое током в проводнике. 

Г а р м о н и ч е с к о е  п о л е . Векторное поле  a M  называ-

ется гармоническим (лапласовым), если оно является как потен-

циальным, так и соленоидальным. 

Гармоническое векторное поле описывается скалярной функ-

цией  U M , которая является решением уравнения Лапласа: 

2 2 2

2 2 2
0

U U U

x y z

  
  

  
.      (8.22) 

Уравнение (8.22) получается из равенств (8.20) и (8.21). 

Функция, удовлетворяющая уравнению Лапласа, называется 

гармонической функцией. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Какое поле называется скалярным? Приведите примеры 

скалярных полей. 

2 Что называется поверхностью уровня скалярного поля? 

3 Что называется производной по направлению? 

4 Что называется градиентом скалярного поля? 

5 Какое поле называется стационарным векторным полем? 

Приведите примеры стационарных векторных полей. 

6 Дайте определение векторной линии. 

7 Что называется потоком векторного поля? В чем состоит 

его физический смысл? 

8 Что называется дивергенцией векторного поля? В чем со-

стоит физический смысл дивергенции? 

9 Сформулируйте теорему Остроградского - Гаусса в вектор-

ной форме. 

10 Что называется циркуляцией векторного поля и в чем со-

стоит ее физический смысл? 

11 Что называется ротором векторного поля? 

12 Сформулируйте теорему Стокса в векторной форме. 

13 Какое поле называется потенциальным? Перечислите 

свойства потенциальных полей. 

14 Какое поле называется соленоидальным? Перечислите 

свойства соленоидальных полей. 
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15 Какое поле называется гармоническим? 

Решение типовых примеров 

 

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей: 

а)   2
, 2U x y x y  ;  

б)   2 2
, ,U x y z x y  . 

Р е ш е н и е . а) функция, задающая потенциал поля, зависит 

от двух переменных. Следовательно, уравнения линий уровня 

поля имеют вид 2
2x y C  . С геометрической точки зрения, 

это множество парабол (рисунок 8. 4, а), определенное на всей 

плоскости Oxy ; 

  

Рисунок 8.4 – Линии (а) и поверхности (б) уровня  

к типовому примеру 1 
 

б) заданный потенциал определяет скалярное поле во всем 

пространстве 3 . Уравнения эквипотенциальных поверхностей 

имеют вид 2 2
x y C  , 0С  . С геометрической точки зрения, 

это множество круговых цилиндров (рисунок 8. 4, б). 

2 Найти производную скалярного поля u xyz  в точке 

 0
1; 1;1P   по направлению вектора 

0 1
P P , где  1

2;3;1P . 

Р е ш е н и е . Найдем направляющие косинусы вектора 

 0 1
1;4;0P P  , длина которого 0 1

17P P  . Имеем 

1
cos

17
  , 

4
cos

17
  , cos 0  . 
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Вычислим значения частных производных функции U xyz  

в точке  0
1; 1;1P  : 

 
0

0
1

P

U P
yz

x


  


, 

 
0

0
1

P

U P
xz

y


 


, 

 
0

0
1

P

U P
xy

z


  


. 

По формуле (8.5) получаем 

 0 1 4 3
1 0

17 17 17

U P

l


     


. 

3 Найти градиент поля 2
U x xyz   в точке  0

1; 1;2P   и 

наибольшую скорость изменения потенциала в этой точке. 

Р е ш е н и е . Определим значения частных производных 

функции 2
U x xyz   в заданной точке: 

 
 

0

0
2 0

P

U P
x yz

x


  


; 

 
0

0
2

P

U P
xz

y


 


; 

 
0

0
1

P

U P
xy

z


  


. 

Тогда по формулам (8.6) и (8.8) имеем 

 0
grad 2U P j k  ; 

max

5
U

l





. 

4 Найти векторные линии магнитного поля бесконечного 

проводника, по которому проходит ток силой I . 

Р е ш е н и е . Выберем направление оси Oz , совпадающее с 

направлением тока I . В этом случае вектор напряженности маг-

нитного поля 
2

2
H I r


  , где I I k   – вектор тока; r  – ради-

ус-вектор точки  ; ;P x y z ;   – расстояние от оси проводника 

до точки M . Найдем I r : 
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i j k

0 0 i jI r I yI xI

x y z

       , 

2 2

2 2
H i j

I I
y x

 
     . 

Система дифференциальных уравнений векторных линий 

(8.10) имеет вид 

0

dx dy dz

y x
 


. 

Отсюда  

0,

0,

xdx ydy

dz

 



 и  

2 2

1

1

,

,

x y c

z c

  




 

где 1
0c  . Таким образом, векторными линиями магнитного по-

ля бесконечного проводника являются окружности с центрами 

на оси Oz . 

5 Вычислить поток вектора 2
a y j z k    через внешнюю 

сторону поверхности  , представляющую собой часть парабо-

лоида 2 2
z x y  , отсеченного плоскостью 2z   (рисунок 8. 5). 

Р е ш е н и е . Рассмотрим функцию   2 2, ,U x y z z x y   .  

 
Рисунок 8. 5 – Поверхность к типовому примеру 5 

 

Единичный нормальный вектор к внешней стороне поверхно-
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сти   равен 

2 2 2 2 2 2

2 2 1
; ;

1 4 4 1 4 4 1 4 4

x y
n

x y x y x y

 
 
       

, 

так как 
2


    (см. практическое занятие 6). 

Тогда по формуле (8.11) поток равен 

2 2

3

2 2

2 2

1
cos ,

1 4 4

2

cos1 4 4

1 4 4 ,

x y

y z dxdy
a n dS dS dS

x y

x y dxdy




 

 
  

  
 

        
   

 
   
  

 

3
2 2

2 2

2
1 4 4

1 4 4

y z
x y dxdy

x y


   

 
 = 

   3 2 2 3 2 22 2

xyG

y z dxdy z x y y x y dxdy


             

 
*

3 3 2

cos ,

sin , , 2 sin

0 2, 0 2
G

x r

y r J r r r rdrd

r



  

 

 
 

      
 

    

  

 
2 2

4 3 3

0 0

2 sin 2d r r dr



       . 

6 Найти дивергенцию векторного поля  

   2 2 2 23a y i x y j z y x k          

в точках  1
2;1; 2M   ,  2

7;0;1M ,  3
0;0;0M . 

Р е ш е н и е . Заданное поле определено на всем пространстве 
3 . Найдем частные производные от функций 

2
X y ,  2 2

Y x y  ;  2
3Z z y x   

являющихся координатами вектора  a M , и их значения в точ-
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ках 1
M , 

2
M  и 3

M : 

0
X

x





,  

2
Y

y
y


 


, 2

3
Z

y x
z


 


 

 1
2

Y M

y


 


, 

 1
1

Z M

z





,  

 2
0

Y M

y





, 

 2
7

Z M

z





, 

 3
0

Y M

y





, 

 3
0

Z M

z





. 

Тогда 

 1
div 0 2 1 1a M      ,  

 2
div 0 0 7 7a M     ,  

 3
div 0 0 0 0a M     . 

Таким образом, данное поле в точке 1
M  имеет сток, в точке 

2
M  – источник, а в точке 3

M  нет ни источника, ни стока. 

7 Используя теорему Остроградского - Гаусса, вычислить по-

ток векторного поля 

  22

2 2

2 1 1
6 2 arctg

1 1

xz y yx y
a yz i x y j k

y y

   
        

  
 

через внешнюю сторону поверхности 2 2
1z x y   , располо-

женную над плоскостью Oxyz . 

Р е ш е н и е . Для того чтобы можно было применить теорему 

Остроградского - Гаусса, «замкнем» снизу данную поверхность 

частью плоскости Oxy , ограниченной окружностью 2 2
1x y  . 

Пусть Q  – пространственная область, ограниченная замкну-

той кусочно-гладкой поверхностью  , состоящей из параболо-

ида вращения   2 2

1 ; ; 1x y z z x y       и круга 2
  на плос-

кости Oxy  (рисунок 8. 6). 
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Рисунок 8. 6 – Поверхность к типовому примеру 7 

Дивергенция  diva M  по формуле (8.12) равна: 

 
 

2 2 2

2 12 2
div 0

1 1 1

x yX Y Z xy x
a M

x y z y y y

  
      
     

. 

На основании формулы Остроградского - Гаусса (8.13) поток 

  через замкнутую поверхность   равен нулю.  

С другой стороны, обозначим через 
1

  и 2
  потоки через 

поверхности параболоида (
1 ) и круга (

2 ) соответственно. По 

свойству аддитивности поверхностного интеграла 2-го рода по-

лучим 

1 2

1 2 1 2
0a n dS a n dS

 

         . 

Следовательно, искомый поток 

1 2

1 1 2
a n dS a n dS

 

       . 

Так как 0z   на поверхности 2
  и 

2
n k  , то 

2

2
2 arctg

1

x y
a i x y j k

y
     


, 

2
1a n  . 

Тогда поток через внешнюю сторону поверхности 2 2
1z x y   , 

расположенную над плоскостью Oxyz  равен  

2

2

1
1dS  



        . 

8 Найти циркуляцию векторного поля  
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a xy i yz j xz k       

вдоль линии  , являющейся пересечением цилиндра 2 2
1x y   

и плоскости 1x y z   . 

Р е ш е н и е . Линия   представляет собой эллипс. Парамет-

рические уравнения   можно получить с учетом того, что все 

точки   проектируются на плоскость Oxy  в окружность 
2 2

1x y  , параметрические уравнения которой есть 

cosx t , siny t ,  0;2t  , 

и те же точки линии   лежат на плоскости 1z x y   . 

Следовательно, параметрические уравнения   имеют вид: 

cosx t , siny t , 1 sin cosz t t   , 

где  0;2t  . 

Тогда  

sindx tdt  ,   cosdy tdt ,    cos sindz t t dt   . 

Согласно формуле (8.14), циркуляция равна 

C a dr Xdx Ydy Zdz xydx yzdy xzdz
  

          

  
2

2

0

( sin cos sin cos 1 cos sint t t t t t



       

  cos 1 cos sin sin cos )t t t t t dt       . 

9 Найти ротор векторного поля  

     2 2 2 2 2 2a x y i y z j z x k        

в произвольной точке. 

Р е ш е н и е . Заданное поле  ; ;a x y z  определено и непре-

рывно-дифференцируемо на всем пространстве 3 . Для коорди-

натных функций  
2 2

X x y  , 2 2
Y y z  , 

2 2
Z z x   

по формуле (8.16) имеем 



 131 

2 2 2 2 2 2

rot

i j k

a
x y z

x y y z x z

  
 

  

  

 

              2 2 2 2z i x j y k z i x j y k              .  

10 Вычислить с помощью формулы Стокса циркуляцию век-

торного поля 2
a y i x j z k       по линии  , являющейся пе-

ресечением поверхностей 2 2
4x y   и 3z  . 

Р е ш е н и е . Линия   представляет собой окружность радиу-

сом 2  с центром в точке  0;0;3 , лежащую в плоскости (рису-

нок 8. 7).  

 
Рисунок 8. 7 – Поверхность к типовому примеру 10 

 

Параметрические уравнения линии   имеют вид  

2cosx t , 2siny t , 3z  ,  0;2t  . 

Для вычисления циркуляции по формуле Стокса выберем ка-

кую-нибудь поверхность  , «натянутую» на  . Возьмем в ка-

честве   круг, границей которого является окружность  . Со-

гласно выбранной ориентации контура, нормалью n  к кругу   

является единичный вектор k  оси Oz .  

По формуле (8.16) ротор равен 
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 

2

rot 2 1

i j k

a x k
x y z

y x z

  
   
  



. 

Тогда по формуле Стокса (8.17) циркуляция равна 

     rot 2 1 cos 2 1

xyG

C a n dS x dS x dxdy
 

        

 
2 2

0 0

cos ,

sin , , 2 cos 1 4

0 2, 0 2

x r

y r J r d r r dr

r




   

 

 
 

      
 
     

  . 

11 Проверить, является ли потенциальным векторное поле  
2 22a xyz i x z j x y k       . 

Р е ш е н и е . По формуле (8.16) ротор равен 

2 2

rot

2

i j k

a
x y z

xyz x z x y

  
 

  
 

     2 2
2 2 2 2 0x x i xy xy j xz xz k       . 

Следовательно, заданное поле потенциально. 

12 Проверить, являются ли соленоидальными следующие по-

ля: 

а)      2 2 2 2 2 2

1a x z y i y x z j z y x k         ; 

б)    2 2 2 2

2 3 1a y i x y j z y k        . 

Р е ш е н и е . а) имеем 
2 2 2 2 2 2

1div 0a z y x z y x       . 

Значит, поле  1a M  соленоидально; 

б) имеем 
2

2div 2 3 1 0a y y     . 

Значит, поле  2
a M  не является соленоидальным. 
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Задания для аудиторной работы 

 

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей: 

а) U xy ;      в) U x y z   ; 

б) 
2 2

2x
U

x y



;    г) 2 2 2U x y z   . 

2 Найти производную в точке M  по заданному направлению 

1MM  скалярных полей: 

а) 3 24 3 6 1U y xy x y     ,  2;1;0M ,  1 1;5;0M  ; 

б) 3 3 3U x y z xyz    ,  1;1;1M ,  1 1;0;3M  . 

3 Найти градиент и его модуль скалярных полей: 

а) 2 26 10 2 9U x xy y x y      ;   б) x y zU xyze   . 

4 Найти векторные линии векторных полей:  

а) 2 2 2
a x i y j z k   ;       б) a xi yj  . 

5 Найти поток векторного поля  

   a y x i x y j yk      

через сторону треугольника  , вырезанного из плоскости 

1 0x y z     координатными плоскостями. 

6 Найти поток векторного поля 2
a yi xj z k    через по-

верхность части параболоида 2 2
1 z x y   , отсекаемой от него 

плоскостью 0z   (нормаль внешняя).  

7 Вычислить поток для векторных полей a  и положительно 

ориентированных замкнутых поверхностей  :  

а)    2
1a z i xy j z y k     ,  

       =  3 2 6, 0, 0, 0x y z x y z      ; 

б)      2
a y xz i yx z j yz x k      ,  

       =   2 2 1, 0, 2x y z z    . 

8 Найти поток векторного поля 

    2
a x y i x y j z k      
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через поверхность цилиндра, заключенную между плоскостями 

0z   и 2z   (нормаль внешняя). 

9 Найти дивергенцию векторных полей: 

а)    2 2 3 3
a x y i x y j    ; 

б)    2 2
2 3a xyzi x y z j x z k      . 

10 Найти ротор векторных полей: 

а)    2 2
2 3a xyzi x y z j x z k      ; 

б)      2 2 2 3 3 32 5 8 2a x y z i x y z j x y z k         . 

11 Вычислить циркуляцию векторного поля  

     2 2 2 2 2 2
a z y i x z j y x k       

по контуру треугольника с вершинами  1;0;0 ,  0;1;0 ,  0;0;1  

по определению и с помощью формулы Стокса. 

12 Вычислить циркуляцию векторного поля  

     a x y i y z j z x k       

вдоль линии, состоящей из части винтовой линии cosx a t , 

siny a t , 
2

bt
z


  от точки  ;0;0A a  до точки  ;0;B a b  и пря-

молинейного отрезка BA  по определению и с помощью форму-

лы Стокса. 

13 Выяснить, являются ли соленоидальными и потенциаль-

ными векторные поля: 

а) 2 2 2
a x zi y j xz k   ; 

б) 2 2 2
a y zi xz j x yk   ; 

в)    2a yz x i xz zy j xyk     ; 

г)    2
2 2a xy z i x y j xk     . 

В случае потенциальности найти потенциал. 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей: 
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а) 2 2U x y  ;     в) 2 2 2U x y z   ; 

б) 
2

2 1x y
U

x

 
 ;     г) 

2 2
arccos

z
U

x y



. 

2 Найти производную в точке M  по заданному направлению 

1MM  скалярных полей: 

а) 3 2 2 33 2 5 7U x y x y xy xy     ,  1;2;0M ,  1 3;5;6M ; 

б) U xy xz yz   ,  2;3;4M ,  1 4;6;0M . 

3 Найти градиент и его модуль скалярных полей: 

а) 2 24 4 6 3 2U x xy y x y      ; 

б) 3 3 3 3U x y z xyz    . 

4 Найти векторные линии векторных полей: 

а) 2a xi yj zk   ; 

б)      a z y i x z j y x k      . 

5 Найти поток векторного поля a yi zj xk    через ниж-

нюю сторону треугольника с вершинами  2,0,0 ,  0,2,0 , 

 0,0,2 . 

6 Найти поток векторного поля 2
a y j zk   через внутрен-

нюю часть поверхности 2 2
z x y  , отсеченной плоскостью 

2z  . 

7 Найти дивергенцию векторных полей: 

а) 2
a x i xyj xyzk   ; 

б)      2 2 2 3 3 3a x y z i x y z j x y z k         . 

8 Найти поток векторного поля 2
a xi yj z k    через верх-

нюю сторону круга, вырезаемого конусом 
2 2

z x y   на плос-

кости 2z  . 

9 Найти поток векторного поля a yzi xzj xyk    по внеш-

ней стороне части сферы 2 2 2 2
x y z R   , расположенной в 

первом октанте. 
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10 Найти поток векторных полей: 

а)    2 2 2
3 1 2a xy i yz j zx k      через внешнюю сторону 

замкнутой поверхности   =   2 2 2 , 1, 0x z y y y    ; 

б)      2 2 2 2 2 2
a z y i yx z j zy x k       через внешнюю 

сторону замкнутой поверхности  

  =   2 2 2 2 2 2,x y z R z x y     . 

11 Найти ротор векторных полей 

а) 2 2 2
a x i y j z k   ; 

б)    3 2 2 2 3 2 2 2
5 3 4 7a x y y z x z i y z x z y xz j        

 3 2 2 4
2 6z x z x y z k   . 

12 Вычислить по определению и с помощью формулы Стокса 

циркуляцию векторных полей: 

а)  a zi x y j yk     по контуру треугольника, получен-

ного в результате пересечения плоскости 2 2 2x y z    с коор-

динатными плоскостями; 

б)      2 3 3 2 2 2 2
2 2 2a z y i x y z j xyz x y k       по контуру 

  =  2 2 4,2 4x y x z    . 

13 Выяснить, являются ли соленоидальными и потенциаль-

ными векторные поля: 

а) a yzi xzj xyk   ; 

б) 2
a x i xyj xyzk   ; 

в) a yzi xzj xyk   ; 

г)  1a yz i xz j xy k    . 

В случае потенциальности найти потенциал. 
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Практическое  занятие   9   Интегралы,  зависящие  от 

параметра 

 

9.1 Определение и свойства собственных интегралов, зави-

сящих от параметра 

9.2 Определение, сходимость и свойства несобственных ин-

тегралов, зависящих от параметра 

9.3 Интегралы Эйлера 

9.4 Интеграл Фурье 

 

9.1 Определение и  свойства  собственных  интегралов, 

зависящих от параметра 

Пусть на множестве Y   определены функции  y   и 

 y  , причем    y y  . И пусть на множестве 

      ; ,Q x y y x y y Y      

определена функция  ;f x y , которая при любом значении па-

раметра y Y  интегрируема по Риману. Тогда интеграл 

 
 

 

;

y

y

f x y dx





  представляет собой функцию параметра y , опре-

деленную на множестве Y . 

Собственным интегралом, зависящим от параметра, назы-

вается интеграл вида 

   
 

 

;

y

y

y f x y dx





   ,     (9.1) 

переменная y  называется параметром. 

В частности, если  y a   и  y b  , a , b  , a b , то 

собственный интеграл, зависящий от параметра y  примет вид 

   ;

b

a

y f x y dx   .      (9.2) 
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Пусть  ;Y c d  , функции  y  и  y  непрерывны на 

 ;c d . Рассмотрим область G , образованную графиками функ-

ций  y ,  y  и прямыми y c , y d  

      ; ,G x y y x y c y d           , 

которая является областью определения функции  y . 

Т е о р е м а  1  ( н е п р е р ы в н о с т ь )  Пусть  

1) функции  y  и  y  непрерывны на отрезке  ;c d , при-

чем    y y  , 

2) функция  ;f x y  непрерывна на множестве G . 

Тогда интеграл  
 

 

;

y

y

f x y dx





  есть непрерывная на  ;c d  

функция и справедлива формула 

 
 

 

 
 

 
0

0

0

lim

0
lim

lim ; lim ;

y y

y y

y
y

y y
y y

f x y dx f x y dx





 





 
  .  (9.3) 

Т е о р е м а  2  ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о  п а р а -

м е т р у )  Пусть 1) функции  ;f x y  и 
 ;f x y

y




 непрерывны на 

прямоугольнике   ; ,x y a x b c y d       и G  ; 

2) функции  y ,  y  непрерывно-дифференцируемы на от-

резке  ;c d . Тогда интеграл  
 

 

;

y

y

f x y dx





  является дифферен-

цируемой функцией на  ;c d  и справедлива формула 

 
 

 

;

y

y

d
f x y dx

dy





 
  
 
 
  

 

 

 

         
;

; ' ; '

y

y

f x y
dx f y y y f y y y

y





   


  
  

 

 

(9.4) 
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Т е о р е м а  3  ( и н т е г р и р о в а н и е  п о  п а р а м е т р у )  

Пусть функция  ;f x y  непрерывна на прямоугольнике  . 

Тогда интеграл  ;

b

a

f x y dx  является интегрируемой функ-

цией и справедливо равенство 

   ; ;

d b b d

c a a c

dy f x y dx dx f x y dy    .   (9.5) 

 

9.2 Определение, сходимость и свойства несобственных 

интегралов, зависящих от параметра 

Пусть функция  ;f x y  определена на множестве 

  ; ,x y a x b y Y


         . 

И пусть функция    ;

b

a

y f x y dx    удовлетворяет условиям: 

1) a b      ( b  может быть конечным или бесконеч-

ным); 

2) для любого y Y  функция  ;f x y  интегрируема по пере-

менной x  на каждом отрезке  ;a  , где a b    . 

Если b  конечно, то  
0

lim ;
b

a

f x y dx



    есть несобственный ин-

теграл от неограниченной функции; если b  бесконечно, то 

 ;
a

f x y dx



  есть несобственный интеграл c бесконечным верх-

ним пределом. 

Не ограничивая общности, будем рассматривать слу-

чай b   . 

Несобственным интегралом, зависящим от параметра, 

называется интеграл вида 

   ;
a

y f x y dx



   ,       (9.6) 

где переменная y  называется параметром. 
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Аналогично определяются следующие несобственные инте-

гралы, зависящие от параметра y : 

   ;

b

y f x y dx


   ,    ;y f x y dx





   . 

Несобственный интеграл, зависящий от параметра y , 

 ;

b

a

f x y dx  называется сходящимся (поточечно), если  y Y  и 

b    существует конечный предел  
0

lim ;
b

a

f x y dx



   : 

   
0

lim ; ;

b

b
a a

f x y dx f x y dx



 
      

   y Y   0    ' ;b y b  :   ';b b    

     ; ;

b

a a

f x y dx f x y dx



   . 

Поточечная сходимость несобственного интеграла 

 ;

b

a

f x y dx , зависящего от параметра y  определяет сходимость 

его при каждом фиксированном y Y  как несобственного. 

Поскольку  

     ; ; ;

b b

a a

f x y dx f x y dx f x y dx





    , 

то для сходящегося интеграла справедливо равенство  

 
0

lim ; 0

b

f x y dx





 . 

Несобственный интеграл, зависящий от параметра, 

   ;

b

a

y f x y dx    называется равномерно сходящимся по па-

раметру y  на множестве Y , если для любого 0   существу-
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ет такое  ' ; 0b y   , 'a b b  , что для всех y Y  и всех  , 

'b b  , выполняется неравенство  
'

;

b

b

f x y dx  : 

   ; ;

b

a a

f x y dx f x y dx





  , при b  ,   

   0    ' ;b y b  :  y Y  и   ';b b    

   
'

;

b

b

f x y dx  . 

Обозначим    ; ;
a

y f x y dx



   , где a b    . Тогда 

интеграл    ;

b

a

y f x y dx    равномерно сходится, когда 

   ;y y



   при b  . 

Т е о р е м а  4  ( к р и т е р и й  К о ш и )  Для того чтобы не-

собственный интеграл  ;

b

a

f x y dx  сходился равномерно по па-

раметру y  на множестве Y  , необходимо и достаточно, 

чтобы  0    ' ,b a b   такое, что   , ' ';b b    и  y Y  

выполнялось неравенство 

 
'

; 0f x y dx





 . 

С л е д с т в и е . Если 
0

0   такое, что  ' ,b a b   

 '

0 0
, ';b b    и 

0
y Y   такие, что 

 

'
0

0

0
;f x y dx





 , 
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то интеграл  ;

b

a

f x y dx  нe сходится равномерно по параметру 

y  на множестве Y . 

Т е о р е м а  5  ( В е й е р ш т р а с с а )  Пусть существует 

функция   0g x  , удовлетворяющая условиям: 

1)  g x  определена на  ;a b  и интегрируема на  ;a  , 

a b    ; 

2)    ;f x y g x  для  ;x a b   и y Y  ; 

3)  
b

a

g x dx  сходится. 

Тогда интеграл  ;

b

a

f x y dx  сходится абсолютно и равно-

мерно на Y . 

Пусть интеграл    ;

b

a

y f x y dx    (равномерно) сходится на 

множестве Y . И пусть последовательность  n
 , 1,2,3,...n  , 

n
a b  , 

0
a  , сходится к b . Тогда последовательность 

функций    ;
n

n

a

y f x y dx



    (равномерно) сходится на множе-

стве Y  к функции    ;

b

a

y f x y dx   . 

Т е о р е м а  6  ( Д и р и х л е )  Пусть  

1) y Y   функции  ;f x y ,  ;g x y  и 
g

x




 непрерывны как 

функции x  на полуинтервале  ;a  ; 

2) функция  ;F x y , являющаяся при любом y Y  первооб-

разной по x  функции  ;f x y , ограничена при y Y ,  ;x a  ; 

3) 0
g

x





 при y Y , и  ;x a  ; 
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4) существует непрерывная на  ;a   функция  x  такая, 

что  lim 0
x

x


  и    ;g x y x  для y Y  и  ;x a  . 

Тогда интеграл 

   ; ;
a

f x y g x y dx



  

сходится равномерно по параметру y  на множестве Y . 

Т е о р е м а  7  ( н е п р е р ы в н о с т ь )  Пусть функция 

 ;f x y  непрерывна на конечном или бесконечном прямоуголь-

нике 

  ; ,x y a x b c y d          , 

а интеграл  ;

b

a

f x y dx  равномерно сходится по параметру y  

на отрезке  ;c d . Тогда интеграл  ;

b

a

f x y dx  является непре-

рывной функцией переменной y  на отрезке  ;c d  и справедлива 

формула 

   
0 0

lim ; lim ;

b b

y y y y
a a

f x y dx f x y dx
 

  .   (9.7) 

Т е о р е м а  8  ( и н т е г р и р о в а н и е  п о  п а р а м е т р у )  

Пусть функция  ;f x y  непрерывна на конечном или бесконеч-

ном прямоугольнике 


 , а интеграл  ;

b

a

f x y dx  сходится рав-

номерно по параметру y  на отрезке  ;c d . Тогда функция 

 ;

b

a

f x y dx  является интегрируемой на 


  и существует ин-

теграл  ;

d b

c a

dy f x y dx  . 

Т е о р е м а  9  (о  п е р е с т а н о в к е  п о р я д к а  и н т е -

г р и р о в а н и я )  Пусть функция  ;f x y  непрерывна на множе-
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стве 


  и выполнены следующие условия:1) несобственный 

интеграл  ;

b

a

f x y dx  сходится равномерно по параметру y  

на любом отрезке    '; ' ;c d c d ; 2) несобственный интеграл 

 ;

d

c

f x y dy  сходится равномерно по параметру x  на любом 

отрезке    '; ' ;a b a b ; 3) один из двух повторных интегралов 

 ;

d b

c a

dy f x y dx  ,  ;

b d

a c

dx f x y dy   

сходится. Тогда сходятся оба повторных интеграла 

 ;

d b

c a

dy f x y dx  ,  ;

b d

a c

dx f x y dy   и справедливо равенство 

   ; ;

b d d b

a c c a

dx f x y dy dy f x y dx    .     (9.8) 

Т е о р е м а  1 0  ( д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е  п о  п а р а -

м е т р у )  Пусть функции  ;f x y  и 
 ;f x y

y




 непрерывны на 

конечном или бесконечном прямоугольнике 


 , а интеграл 

 ;b

a

f x y
dx

y



  равномерно сходится на отрезке  ;c d . Тогда ин-

теграл  ;

b

a

f x y dx  является дифференцируемой на отрезке 

 ;c d  функцией и справедливо равенство 

 
 ;

;

b b

a a

f x yd
f x y dx dx

dy y

  
 

 
  .    (9.9) 
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9.3 Интегралы Эйлера 

О п р е д е л е н и е  и  с в о й с т в а  г а м м а - ф у н к ц и и . 

Функция  

  1

0

s x
s x e dx



 
   ,  0s  ,     (9.10) 

называется гамма-функцией, а ее значение представляет собой  

интеграл Эйлера.  

Гамма-функция обладает следующими свойствами: 

– гамма-функция является непрерывной функцией перемен-

ной s ; 

–   0s  ;  

–  1 1  ; 

–    1s s s    ; 

– (формула понижения)    1 !n n      n ; 

– 
 2 1 !!1

2 2
n

n
n 

 
   
 

; 

– гамма-функция имеет непрерывные производные любого 

порядка k , k  , и справедливо равенство 

     1

0

ln
kk s x

s x e x dx



 
   ; 

– (интеграл Пуассона) 
1

2 2

 
  
 

; 

– (формула дополнения) если 0 1p  , то  

   1
sin

p p
p




    ; 

– (формула Стирлинга) при s  справедливо 

 1 2

s
s

s s
e


 

     
 

. 

О п р е д е л е н и е  и  с в о й с т в а  б е т а - ф у н к ц и и . Функ-

ция  
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   
1

11

0

; 1
qp

p q x x dx


   ,  0p  , 0q    (9.11) 

называется бета-функцией, а ее значение представляет собой 

интеграл Эйлера.  

Бета-функция обладает следующими свойствами: 

– бета-функция является непрерывной функцией и обладает 

частными производными любого порядка; 

–    ; ;p q q p   ; 

–    
1

; ; 1
1

q
p q p q

p q


   

 
,    

1
; 1;

1

p
p q p q

p q


   

 
; 

–  
1

;1p
p

  ; 

–    
 

   

1 2 ... 1
; ;

1 ... 1

n
p n n p

p p p n

   
   

     
     n ; 

–  
   

 

1 ! 1 !
;

1 !

m n
m n

m n

  
 

 
     ,n m ; 

–  
 

1

0

;
1

p

p q

z
p q dz

z

 


 


 ; 

–  ;1
sin

p p
p




   ; 

– (связь гамма- и бета- функций)  
   

 
;

p q
p q

p q

 
 

 
. 

 

9.4 Интеграл Фурье 

Пусть функция локально интегрируема. Интегралом в смыс-

ле главного значения называется интеграл: 

   . . lim

b

b
b

v p f x dx f x dx

 


 

  , 0b  . (9.12) 

Отличие интеграла в смысле главного значения от несоб-

ственного интеграла состоит в том, что несобственный интеграл 

есть 
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   lim

b

a
ab

f x dx f x dx




 

     (9.13) 

при произвольных a  и b , а интеграл в смысле главного значе-

ния (9.12) есть предел того же интеграла, но при a b . 

Очевидно, что, если существует несобственный интеграл 

(9.13), то и существует интеграл в смысле главного значения 

(9.12). Обратное верно не всегда: интеграл в смысле главного 

значения (9.12) может существовать, а несобственный интеграл 

(9.13) – нет. 

Рассмотрим множество  1
;L    кусочно-непрерывных и 

абсолютно интегрируемых на  функций, т. е.  f x dx





  . 

Интегралом Фурье функции  f x  называется функция вида  

   
1

. .
2

iyx
f y v p f x e dx








  .   (9.14) 

Поскольку 

      cos sin
iyx iyx

f x e f x e f x yx i yx
 

       

   2 2
cos sinf x yx yx f x     

и интеграл  f x dx





  , то на основании признака сравнения 

несобственных интегралов, данный интеграл сходится при лю-

бом u . 

Отображение F , ставящее в соответствие функции  f x  

функцию  f y


 и определяемое формулой (9.14), называется 

преобразованием Фурье и обозначается  

    F f y f y


 . 

Отображение 1
F

 , ставящее в соответствие функции  f y


 

функцию  f x  по формуле  
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   
1

. .
2

iyx
f x v p F y e dy







  .   (9.15) 

называется обратным преобразованием Фурье и обозначается  

    1
F f y f x


 . 

Функция  F f  называется образом Фурье функции  f x . 

Т е о р е м а  1 1  ( ф о р м у л а  о б р а щ е н и я )  Если функция 

  1
f x L  и существуют правая  '

f x


 и левая  '
f x


 производ-

ные, то справедлива формула 

   1 1
F F f F F f f

         . 

Формула обращения может быть записана в виде 

   
1 1

2 2

iyt iyx
f x f t e dt e dy

 

 



 

 
  

 
   

или  

     1

2

i x t y
f x dy f t e dt



 



 

   . 

Используя формулу Эйлера cos sin
iz

e z i x  , интеграл 

Фурье можно записать в виде 

     
1

. . cos sin
2

F f y v p f x yx i yx dx






    

   
1

. . cos . . sin
2 2

i
v p f x yxdx v p f x yxdx

 

 

 

   . 

Обратное преобразование Фурье примет вид 

    1
f x F f x


   

   
1

. . cos . . sin
2 2

i
v p F y yxdy v p F y yxdy

 

 

 

   . 

Косинус-преобразованием Фурье называется действительная 

часть преобразования Фурье: 

    
1

. . cos
2

c
F f y v p f x yx dx







  .   (9.16) 

Синус-преобразованием Фурье называется мнимая часть пре-
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образования Фурье: 

    
1

. . sin
2

s
F f y v p f x yx dx







  .    (9.17) 

Очевидно, что      c s
F f F f iF f  . 

Если  f x  – четная функция, то функция  sinf x yx  – не-

четная функция. Тогда    0
s

F f y   и  

     c
F f y F f y , 

при этом  

    
0

2
. . cos

2
c

F f y v p f x yx dx




  , 

     
0

1 2
. . cos . . cos

2 2
c

f x v p F y yxdy v p F y yxdy
 

 



   . 

Если  f x  – нечетная функция, то функция  cosf x yx  – 

четная функция. Тогда    0
c

F f y   и  

     s
F f y iF f y  , 

при этом 

    
0

2
. . sin

2
s

F f y v p f x yx dx




  , 

     
0

2
. . sin . . sin

2 2
s

i
f x v p F y yxdx v p F y yxdx

 

 



   . 

 

Преобразование Фурье обладает свойствами: 

– (линейность)      F f g F f F g          , 

     1 1 1
F f g F f F g     

       ; 

– (преобразование Фурье от сдвига)  

   iay
F f x a e F f      ; 

– (преобразование Фурье от производной) если  lim 0
x

f x


 , 

то  
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 '
F f iy F f     ; 

– если функции  f x ,  '
f x ,  ''

f x , …,    1n
f x


 принадле-

жат пространству  1
;L    и    

n
f x  – кусочно-непрерывна на 

любом отрезке, то 
     

nn
F f iy F f   
 

; 

– пусть  f x  и ее первообразная    
0

x

g x f t dt   абсолютно 

интегрируемые функции на  ;  ,  f x  – непрерывна, 

 lim 0
x

g x


 . Тогда  

 
 F f

F g
iy

 ; 

– (дифференцирование преобразования Фурье) пусть функции 

 f x ,  xf x  абсолютно интегрируемые функции на  ;  . 

Тогда функция     f y F f y


  имеет на  ;   непрерыв-

ную производную, причем  

    
d

F f F ix f
dy

     ; 

– если  f x  непрерывна, а функции  xf x ,  2
x f x , 

…,  n
x f x  – абсолютно интегрируемы, то  

    
n

n

n

d
F f F ix f

dy
  
 

; 

– если    F f F g , то    f x g x ; 

Пусть функции  f x  и  g x  1
;L   . Функция (если не-

собственный интеграл сходится x  )  

      *f g x f x t g t dt





      (9.18) 

называется сверткой функций  f x  и  g x . 
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Т е о р е м а  1 2  Если  f x  и  g x  непрерывны, ограничены и 

абсолютно интегрируемы на , то свертка *f g  есть непре-

рывная ограниченная и абсолютно интегрируемая функция 

на . 

Т е о р е м а  1 3  Если  f x  и  g x  непрерывны, ограничены и 

абсолютно интегрируемы на , то  

     *F f g F f F g  . 

Свертка обладает свойствами: 

– (коммутативность) * *f g g f ; 

– (распределительный закон)  * * *f g h f h g h   ; 

– (сочетательный закон):    * * * *f g h f g h . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1 Дайте определение собственного интеграла, зависящего от 

параметра. 

2 Перечислите свойства собственного интеграла, зависящего 

от параметра. 

3 Дайте определение несобственного интеграла, зависящего 

от параметра. 

4 Дайте определения: а) поточечной сходимости, б) равно-

мерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от 

параметра. 

5 Сформулируйте критерий Коши равномерной сходимости 

несобственного интеграла, зависящего от параметра. 

6 Сформулируйте признаки Вейерштрасса и Дирихле равно-

мерной сходимости несобственного интеграла, зависящего от 

параметра. 

7 Перечислите свойства несобственного интеграла по пара-

метру. 

8 Дайте определение гамма-функции и перечислите ее свой-

ства. 

9 Дайте определение бета-функции и перечислите ее свой-

ства. 

10 Для каких функций существует преобразование Фурье? 



 152 

11 Дайте определение прямого и обратного преобразования 

Фурье. 

12 В чем суть теоремы обращения? 

13 Что называется косинус-, синус- преобразованиями 

Фурье? 

14 В чем особенность преобразования Фурье для четных и 

нечетных функций? 

15 Какими свойствами обладает преобразование Фурье? 

16 Что называется сверткой функций? 

17 Чему равно преобразование Фурье от свертки функций?  

 

Решение типовых примеров 

 

1 Найти производную функции  

   2 2

0

y

y x y xy dx    . 

Р е ш е н и е . Имеем: 

       2 2 2 2

0

' 2 1 0

y

y y x dx y y y y           

2 2

2 2 2 2

0

2 3 2 3 5,5
2 2

y

x y
xy y y y y

 
       
 

. 

2 Исследовать на равномерную сходимость интеграл 

0

cos
x

e xydx





 , y . 

Р е ш е н и е . Возьмем  0  . Покажем, что существует 

 ' ' ;b b y  . 

Имеем 

cos
2

x x
e xydx e dx e



 




 

  
     . 

Положим  
2

' ; lnb y 


 . Тогда   ';b   выполняется 

неравенство 
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cos
x

e xydx






 . 

Согласно определению, интеграл сходится равномерно по па-

раметру y  на . 

3 Исследовать на равномерную сходимость интеграл  

0

xy
ye dx





 ,  0;y  . 

Р е ш е н и е . Покажем, что определение равномерной сходи-

мости не выполняется. Возьмем 
1

e
  . Тогда    ' 0;b    

'b   и 
1

'
y

b
  такие, что 

'

, ,

,

xy xy

b

t
t xy y

x
ye dx ye dx

t
x dx dt

y


 

 

 
  

   
  
 
 

   

1

' 1

t t

b y

e dt e dt e 
 

  



     .  

Следовательно, интеграл 
0

xy
ye dx





  сходится неравномерно 

по параметру y  на множестве  0;Y   . 

4 Исследовать на равномерную сходимость интегралы  

а) 
2

0

x
e dx







  при  0
;   , 

0
0    и  0;   ; 

б) 
2 2

0
1

dx

x y



  , y . 
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Р е ш е н и е . а) пусть  0
;   . Так как 

22
0xx

e e
 

  и 

2
0

0

x
e dx







  сходится, то по признаку Вейерштрасса интеграл 

2

0

x
e dx







  сходится равномерно по параметру   на  0
;  . 

Пусть  0;   . Покажем, что на  0;  интеграл 

2

0

x
e dx







  сходится неравномерно. Воспользуемся следствием из 

критерия Коши. Возьмем 
1

e
  ,  0b   возьмем 

0
b  , 

'

0
1b   , 

 
0 2

1

1b
 


. Тогда 

 

'
0

22 2
00 0

0

1 1

1

0

1
b b

bx x

b b

dx e dx e dx
e



 



 
 

  
      . 

Следовательно, интеграл 
2

0

x
e dx







  сходится неравномерно 

по параметру   на множестве  0
;  ; 

б) для подынтегральной функции  
2 2

1
;

1
f x y

x y


 
 рас-

смотрим функцию  
2

1

1
g x

x



, для которой 

   
2 2 2

1 1
;

1 1
f x y g x

x y x
  

  
. 

Интеграл 
2

0
1 2

dx

x





  и является сходящимся для всех 

 0;x  . 
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Тогда интеграл 
2 2

0
1

dx

x y



   сходится равномерно согласно 

признаку Вейерштрасса. 

5 Исследовать на равномерную сходимость интеграл 

0

sinxy x
e dx

x





 ,  0;y  . 

Р е ш е н и е . Пусть  ; sinf x y x ,  ;
xy

e
g x y

x



 . 

Функция sin x  имеет ограниченную первообразную  

  cosF x x  . 

При 1x  , 0y   для функции  ;
xy

e
g x y

x



  выполнены сле-

дующие неравенства: 

 
2

1 0
xy xy

e e
xy

x x x

  
    

  
,          

1
xy

e
x

x x




  ,  

и 
1

lim 0
x x

 . Значит, согласно признаку Дирихле, данный инте-

грал сходится равномерно по параметру y  на множестве 

 0;Y   . 

6 Вычислить интеграл Пуассона 

2

0

t
I e dt




  . 

Р е ш е н и е . Имеем 

2 2 2

0 0

, 0,
t x y

t xy y
I e dt y e dx

dt ydx

 

 
  

   
 

  . 

Умножая это равенство на 
2

y
e
  и интегрируя его от 0  до   

по y , получаем 

 2 2
2 12

0 0 0

y xy
I I e dy dy ye dx

  
 

     .   (9.19) 
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Так как 
   2 2 2 2
1 1y x c x

ye de
   

  и интеграл 
  

2 2
1

0

c x

de dx


 

  схо-

дится, то интеграл 
 2 2
1

0

y x

ye dx


 

  сходится равномерно по пара-

метру y  на любом отрезке    ; 0;c d    согласно признаку 

Вейерштрасса. 

Аналогично доказывается, что интеграл 
 2 2
1

0

y x

ye dy


 

  схо-

дится равномерно по параметру x  на любом отрезке 

   ; 0;a b   . Следовательно, повторный интеграл 

 2 2
1

0 0

y x

dx ye dy

 
 

   сходится.  

Переставляя порядок интегрирования в равенстве (9.19), по-

лучаем 

 
 

 

2 2

2 2
1

12

2

0 0 0
0

2 1

y x

y x e
I dx ye dy dx

x


   

 

 
    
  
 

    

2

0

1 1

2 1 4
dx

x




 
 . 

Отсюда 
2

0
2

t
I e dt





   

7 Вычислить интеграл 

1

2
0

arctg

1

xy
dx

x x
 . 

Р е ш е н и е . Рассмотрим функцию  
2

arctg
;

1

xy
f x y

x x



.  

Интеграл  
1

2
0

arctg

1

xy
y dx

x x
 


  является несобственным, так 

как функция  ;f x y  не определена в точках 0x   и 1x  .  
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При 0x   функция  
2

arctg
1

1

xy
o

x x



, при 1x   функция 

2 2

arctg 1

1 1

xy
o

x x x

 
  

  

. Поскольку 
 2 2 2

1

1 1

f

y x y x




  
, то 

2

1

1

f

y x




 
. Значит, интеграл  

1

2
0

arctg

1

xy
y dx

x x
 


  равномерно 

сходится, и функция  y  является дифференцируемой. По 

теореме 10 имеем 

 
 

1 2

2 22 2 2
0 0

sin ,
'

cos 1 sin1 1

x tdx dt
y

dx t y tx y x



 
     

    
   

 2 2 2 2
0

0

tg , 1
arctg

arctg 1 1 1 1

t z dz z

t z y z y y


 

    
     

  

2
2 1 y





. 

8 Используя интегралы Эйлера, вычислить 

2

2 2

0

4x x dx . 

Р е ш е н и е . Имеем 

2 1

2 2

0 0

2 , 0,

, 4 4
4 4

0 0,

2 1

x t t

dt
dx t

x x dx t dtt
t

x t

x t

  
 
  
     
 

   
    

   

 
   

 

1 1 1

2 2

0

3 2 3 23 3
8 1 8 ; 8

2 2 3
t t dt

  
        

 


 
 

1 1
1 1

2 2
8

3

   
      
   

 


1 1

1 1

2 28
2!

 



 


   . 
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9 Найти косинус- и синус- преобразования Фурье функции 

  x
f x e


 , 0x  , и обратные к ним. 

Р е ш е н и е . Функция   x
f x e


 , 0x  , – гладкая и абсолют-

но интегрируемая на интервале  0; . Следовательно, для нее 

существуют косинус- и синус- преобразования Фурье: 

 
0

0 0

2 2
cos lim cos sin

B
B

t t t

с
B

F y e ytdt e yt u e ytdt
 



  



 
    

 
 

0
0

2
lim cos 1 sin cos

B
B

B t t

B
e yB u e yt u e ytdt



  



  
        

  
  

2

0

2
1 cos

t
y e ytdt






 

  
 

 . 

Отсюда  

 
2

2 1

1
с

F y
y




. 

Аналогично получим  

 
2

0

2 2
sin

1

t

s

y
F y e ytdt

y 




 

 . 

Обратные косинус- и синус -преобразования Фурье равны: 

2

0

2 cos

1

x yx
e dy

y






 , 

2

0

2 sin

1

x y yx
e dy

y






 . 

 

Задания для аудиторной работы 

 

1 Найти производные функций: 

а)  

2

2
x

x y

x

F x e dy


  ;   в)      
0

x

F x x y f y dy  ; 
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б)  
sin

b

a

x
F dx

x












  ;  г)    
0

F f x dx



   . 

2 Вычислить интегралы: 

а) 

1

0
ln

b a
x x

dx
x


 , 0a  , 0b  , если 

ln

bb a

y

a

x x
x dy

x


  ; 

б) 
2

0

cos
ax

e bx dx





 . 

3 Исследовать равномерную сходимость интеграла 

2

cos

1

x
dx

x





 , x   . 

4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от пара-

метра: 

а) 
0

cos cosax bx
dx

x



 , 0a  , 0b  ; 

б) 
 2

2ax bx c

e dx


  



 , 0a  , 
2

0ac b  ; 

в) 
0

sin sinax bx
dx

x



 ; 

г) 

2

2

0

cos
x

e x
dx

x

 
 


 , 0  . 

5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы: 

а) 

1

2

0

x x dx ;      в) 
2

4

0
1

x
dx

x



 ; 

б) 
2

6 4

0

sin cosx x dx



 ;    г) 

1

0 1
n n

dx

x
 , 0n  . 

6 Найти область определения и выразить через интегралы 

Эйлера интегралы: 

а) 

1

0

1
ln

p

dx
x

 
 
 
 ;     б) 

0

n
x

e dx





 , 0n  . 
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7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции 

  2x
f x e


 , 0x  . 

8 Найти преобразование Фурье функций: 

а)  
sin при ,

0 при ,

x x
f x

x





 
 



 

б)  

1 при 1 0,

1 при 0 1,

0 при 1.

x x

f x x x

x

    


   




 

 

Задания для домашней работы 

 

1 Найти производные функций: 

а)  
2

cos

1

sin

x
F e dx







 
  ;   в)    

0

;F f x x dx



     ; 

б)  
 

0

ln 1 x
F dx

x

 



  ;  г)  

2

cos x
F dx

x






   . 

2 Вычислить интегралы: 

а) 
0

ax bx
e e

dx
x

  


 , 0a  , 0b  , если 

bax bx

xy

a

e e
e dy

x

 


  ; 

б) 3

0

sin ax
dx

x


 
 
 
 . 

3 Исследовать равномерную сходимость интеграла 
1

2
0 1

n
x

dx
x

 , 0n  . 

4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от пара-

метра: 

а) 
0

arctg arctgax bx
dx

x




 , 0a  , 0b  ; 

б) 

2
2

2

a
x

x
e dx

 
   

 
 



 , 0a  ; 
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в) 
3

0

sin x
dx

x




 ; 

г) 

2 2

2

0

x xe e
dx

x

   
 , 0  , 0  . 

5 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы: 

а) 
 

4

2

0 1

x
dx

x




 ;        в) 

3

0
1

dx

x



 ; 

б) 2 2 2

0

a

x a x dx , 0a  ;     г) 
2

2

0

n x
x e dx





 , 0n  . 

6 Найти область определения и выразить через интегралы 

Эйлера интегралы: 

а) 
1

0
1

m

n

x
dx

x

 

 , 0n  ;      б) 
0

n
m x

x e dx





 , 0n  . 

7 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции 

  3x
f x e


 , 0x  . 

8 Найти преобразование Фурье функций: 

а)  
cos при 0 ,

0 при ,

x x
f x

x





 
 


 

б)  

2 при 0 3,

1 при 3,

0 при 3.

x

f x x

x

 


 
 
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Индивидуальные домашние задания 

 

 

ИДЗ-1 Двойной и тройной интегралы 

 

1 Изменить порядок интегрирования (сделать чертеж): 

1.1    


   



1

2 2

0

1

0

y y

fdxdyfdxdy . 

1.2   




2

1

0

2

1

0

0

2
yy

fdxdyfdxdy . 

1.3    




1

0 0

2

1

2

0

2
y y

fdxdyfdxdy . 

1.4    




1

0 0

2

1

2

0

y y

fdxdyfdxdy . 

1.5    


  



1

2

0

2

0

1

0

2
x x

fdydxfdydx . 

1.6    

2/1

0

arcsin

0

1

2/1

arccos

0

y y

fdxdufdxdy . 

1.7    












1

2

2 0

1 0

y y

fdxdyfdxdy . 

1.8   






e y

y

fdxdyfdxdy

1

ln

1

1

0

0

. 

1.9    










1

2

2

0

0

1 0

2 2
x x

fdydxfdydx . 
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1.10 

2 2

2 2

1 4 2 0 4

2 14 2 4 2

x x

x x

dx fdy dx fdy

    

      

    . 

1.11    




1

0

1

1 1

1

ln2
x

e

x

fdydxfdydx . 

1.12    




1

0 0

2

1

2

0

3 y y

fdxdyfdxdy . 

1.13    

4/

0

sin

0

2/

4/

cos

0

 



y y

fdxdyfdxdy . 

1.14    


  



1

2

0

)2(

0

1

0

3x x

fdydxfdydx . 

1.15    

1

0 0 1

1

ln

y e

y

fdxdyfdxdy . 

1.16    
 



1

0

0 2

1

0

2y y

fdxdyfdxdy . 

1.17    
 



1

0

0 2

1

0

2
2y y

fdxdyfdxdy . 

1.18    




1

0 0

2

1

2

0

3
y y

fdxdyfdxdy . 

1.19 

2 2

2 2

1 4 2 4

0 14 2 4

x x

x x

dx fdy dx fdy

 

   

    . 

1.20    


  



1

2

0

)2(

0

1

0

3y y

fdxdyfdxdy . 

1.21    

1

0 0 1

1

ln

y e

y

fdxdyfdxdy . 
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1.22    




1

0 0

2

1

2

0

2 2
x x

fdydxfdydx . 

1.23    

4/

0

sin

0

2/

4/

cos

0

 



x x

fdydxfdydx . 

1.24    


  



1

2

0

2

0

1

0

2
y y

fdxdyfdxdy . 

1.25    




1

0 0

2

1

2

0

3
x x

fdydxfdydx . 

1.26 

2 2

2 2

1 4 2 4 2

0 14 2 4 2

x x

x x

dx fdy dx fdy

   

     

    . 

1.27    
 



1

0

0 2

1

0

2x x

fdydxfdydx . 

1.28   




1

0

2

1

2

00

2
yx

fdydxfdydx . 

1.29    




1

0 0

2

1

2

0

2
y y

fdxdyfdxdy . 

1.30    




1

0 0

2

1

2

0

x x

fdydxfdydx . 

1.31 

2 2

2 2

1 4 0 4

2 14 4 2

x x

x x

dx fdy dx fdy

  

    

    . 

 

2 Вычислить двойной интеграл по области D , ограниченной 

указанными линиями: 

 

2.1 
2 2 3 3 2

(12 16 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      
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2.2 2 2 3 3 2
(9 48 ) , : 1, , .

D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.3 2 2 3 3 33(36 96 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y y y x      

2.4 2 2 3 3 3 3(18 32 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.5 2 2 3 3 2 3(27 48 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x       

2.6 2 2 3 3 22(18 32 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.7 
2 2 3 3 3

(18 32 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.8 
2 2 3 3 3

(27 48 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.9 
2 2 2

(4 3 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.10 
2 2 2

(12 9 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.11 
2 2 33(8 9 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x       

2.12 
2 2 3 3(24 18 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.13 
2 2 2 3(12 27 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.14 
2 2 23(8 18 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.15 2 2 34 9
( ) , : 1, , .
5 11

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.16 2 2 34
( 9 ) , : 1, , .
5

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.17 
3 3 2

(24 48 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.18 
3 3 2

(6 24 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      
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2.19 3 3 33(4 16 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.20 3 3 3 3(4 16 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.21 3 3 2 3(44 16 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.22 3 3 23(4 176 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.23 3 3 3
( 4 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.24 
3 3 3

(4 176 ) , : 1, , .
D

xy x y dxdy D x y x y x      

2.25 2 2 4 4 325
(6 ) , : 1, , .

3
D

x y x y dxdy D x y x y x       

2.26 
2 2 3 4 2

(9 25 ) , : 1, , .
D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.27 2 2 4 4 3350
(3 ) , : 1, , .

3
D

x y x y dxdy D x y x y x       

2.28 
2 2 4 4 3 3(9 25 ) , : 1, , .

D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.29 
2 2 4 4 2 3(54 150 ) , : 1, , .

D

x y x y dxdy D x y x y x      

2.30 
5 5 23( 9 ) , : 1, , .

D

xy x y dxdy D x y x y x      

 

3 Вычислить двойной интеграл по области D , ограниченной 

указанными линиями: 

 

3.1 
/ 2

, : ln 2, ln 3, 2, 4.
xy

D

ye dxdy D y y x x     

3.2 2
sin , : 0, , .

2 2
D

xy x
y dxdy D x y y    

3.3 cos , : / 2, , 1, 2.
D

y xydxdy D y y x x       
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3.4 2 / 4
, : 0, 2, .

xy

D

y e dxdy D x y y x


    

3.5 sin , : / 2, , 1, 2.
D

y xydxdy D y y x x      

3.6 2
cos , : 0, / 2, / 2.

2
D

xy
y dxdy D x y x x    

3.7 2 1
4 , : ln 3, ln 4, , 1.

2

xy

D

ye dxdy D y y x x     

3.8 
2

4 sin , : 0, , .
2

D

y xydxdy D x y y x


    

3.9 
1

cos 2 , : , , , 1.
2 2

D

y xydxdy D y y x x


     

3.10 2 / 8
, : 0, 2, .

2

xy

D

x
y e dxdy D x y y


    

3.11 12 sin 2 , : , , 2, 3.
4 2

D

y xydxdy D y y x x
 

      

3.12 
2

cos , : 0, , .
D

y xydxdy D x y y x    

3.13 
/ 4

, : ln 2, ln 3, 4, 8.
xy

D

ye dxdy D y y x x     

3.14 
2

4 sin 2 , : 0, 2 , 2 .
D

y xydxdy D x y y x    

3.15 2 cos 2 , : , , 1, 2.
4 2

D

y xydxdy D y y x x
 

     

3.16 
2 / 2

, : 0, 2, .
xy

D

y e dxdy D x y y x


    

3.17 
1

sin , : , 2 , , 1.
2

D

y xydxdy D y y x x      

3.18 
2

cos 2 , : 0, , .
2 2

D

x
y xydxdy D x y y


    
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3.19 4 1 1
8 , : ln 3, ln 4, , .

4 2

xy

D

ye dxdy D y y x x     

3.20 2 / 2
3 , : 0, 1, .

2

xy

D

x
y e dxdy D x y y


    

3.21 cos , : , 3 , 1/ 2, 1.
D

y xydxdy D y y x x      

3.22 2 / 2
, : 0, 1, .

2

xy

D

x
y e dxdy D x y y


    

3.23 sin 2 , : / 2, 3 / 2, 1/ 2, 2.
D

y xydxdy D y y x x      

3.24 
2

cos , : 0, , 2 .
D

y xydxdy D x y y x    

3.25 
/ 3

6 , : ln 2, ln 3, 3, 6.
xy

D

ye dxdy D y y x x     

3.26 2
sin , : 0, , .

2
D

xy
y dxdy D x y y x    

3.27 cos 2 , : / 2, 3 / 2, 1/ 2, 2.
D

y xydxdy D y y x x      

3.28 
2 / 8

, : / 2, 3 , 1, 3.
xy

D

y e dxdy D y y x x 
     

3.29 .3,1,3,2/:,sin3  xxyyDxydxdyy
D

  

3.30 2
cos , : 0, 2 , 2 .

2
D

xy
y dxdy D x y y x    

 

4 Вычислить тройной интеграл по области Q , ограниченной 

указанными линиями: 

 

4.1 
2

2
xy

Q

y e dxdy , 
0, 1, ,

:
0, 1.

x y y x
Q

z z

  


 
 

4.2 2
2, , 1,

sin( ) , :
0, 0, 0.

Q

x y z
x z xyz dxdydz Q

x y z

  


  
  
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4.3 2
0, 2, 4 ,

ch(2 ) , :
0, 2.

Q

x y y x
y xy dxdydz Q

z z

   


 
  

4.4 2 2
1, 2, 1,

8 , :
0, 0, 0.

xyz

Q

x y z
y ze dxdydz Q

x y z

   


  
  

4.5 2
1, 2 , 0,

sh(3 ) , :
0, 36.

Q

x y x y
x xy dxdydz Q

z z

  


 
  

4.6 2
1, , 2,

cos , :
0, 0, 0.

Q

x y z
y z xyzdxdydz Q

x y z

  


  
  

4.7 2

2

0, 1, / 2,
cos( ) , :

4 0, .Q

x y y x
y xy dxdydz Q

z z





   


  
  

4.8 2
1, 2 , 4,

sin , :
0, 0, 0.4

Q

x y zxyz
x z dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.9 2
0, 2, 4 ,

, :
0, 1.

xy

Q

x y y x
y e dxdydz Q

z z


   


 

  

4.10 2
1, 1, 1,

2 , :
0, 0, 0.

xyz

Q

x y z
y ze dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.11 2
0, 1, ,

ch(2 ) , :
0, 8.

Q

x y y x
y xy dxdydz Q

z z

  


 
  

4.12 2
2, 1, 1,

ch( ) , :
0, 0, 0.

Q

x y z
x z xyz dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.13 2 / 2
0, 2, 2 ,

, :
0, 1.

xy

Q

x y y x
y e dxdydz Q

z z

  


  
  

4.14 2
3, 1, 2 ,

cos , :
0, 0, 0.3

Q

x y zxyz
y z dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.15 
2

2

0, 1, ,
cos( ) , :

2 0, 2 .Q

x y y xxy
y dxdydz Q

z z





   


 
  
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4.16 3
1, 1, 1,

2 ( ) , :
0, 0, 0.

Q

x y z
x zsh xyz dxdydz Q

x y y

   


  
  

4.17 2
0, 1, 0,

cos( ) , :
0, 8.

Q

x y y
y xy dxdydz Q

z z


  


 
  

4.18 2
2, 1/ 2, 1/ 2,

2 ch(2 ) , :
0, 0, 0.

Q

x y z
x z xyz dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.19 2
1, , 0,

sh(2 ) , :
0, 8.

Q

x y x y
x xy dxdydz Q

z z

   


 
  

4.20 2
1, 4, ,

sin , :
0, 0, 0.2

Q

x y zxyz
x z dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.21 2
0, 1, ,

ch( ) , :
0, 2.

Q

x y y x
y xy dxdydz Q

z z

   


 
  

4.22 2
1, 1, 1,

ch( ) , :
0, 0, 0.

Q

x y z
y z xyz dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.23 2
3, , 0,

sin( ) , :
0, .2

Q

x y x y
x xy dxdydz Q

z z





  


 
  

4.24 2
9, 1, 2 ,

cos , :
0, 0, 0.2

Q

x y zxyz
y z dxdydz Q

x y z

  


  
  

4.25 2
1, 2 , 0,

sin( ) , :
0, 4 .

Q

x y x y
x xy dxdydz Q

z z




  


 
  

4.26 2
2, 1, 2,

ch( ) , :
0, 0, 0.2

Q

x y zxyz
y z dxdydz Q

x y z

   


  
  

4.27 2
0, 2, 6 ,

ch(3 ) , :
0, 3.

Q

x y y x
y xy dxdydz Q

z z

  


  
  

4.28 
2

1
, 2, 1,

2 ch(2 ) , : 2

0, 0, 0.Q

x y z
y z xyz dxdydz Q

x y z


   


   

  
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4.29 2
1, / 2, 0,

sin(4 ) , :
0, 8 .

Q

x y x y
x xy dxdydz Q

z z




  


 
  

4.30 2
2, 1, 2,

8 , :
0, 0, 0.

xyz

Q

x y z
y ze dxdydz Q

x y z


   


  

  

 

5  Вычислить тройной интеграл по области Q , ограниченной 

указанными линиями: 

 

5.1 
, 0,

, :
10 , 0, 1.

Q

z xy z
xdxdydz Q

y x y x

 


  
  

5.2 
1,

, : 3 4 8

(1 ) 0, 0, 0.
3 4 8

Q

x y z
dxdydz

Q
x y z

x y z


  


     

  

5.3 2 2
, 1,

15( ) , :
0, 0, 0.

Q

z x y x y
y z dxdydz Q

x y z

   
 

  
  

5.4 
2 2

, 0, 1,
(3 4 ) , :

5( ), 0.Q

y x y x
x y dxdydz Q

z x y z

  
 

  
  

5.5 3
9 , 0, 1,

(1 2 ) , :
, 0.Q

y x y x
x dxdydz Q

z xy z

  
 

 
  

5.6 3
, 0, 1,

(27 54 ) , :
, 0.Q

y x y x
y dxdydz Q

z xy z

  
 

 
  

5.7 
1, 0, 1,

, :
, 0.

Q

y y x
ydxdydz Q

z xy z

  


 
  

5.8 
5

1,
, : 16 8 3

(1 ) 0, 0, 0.
16 8 3

Q

x y z
dxdydz

Q
x y z

x y z


  


     

  
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5.9 2 2
10 , 1,

(3 ) , :
0, 0, 0.

Q

z x y x
x y dxdydz Q

x y z

  
 

  
  

5.10 
2 2

3 , 0,
(15 30 ) , :

, 0, 1.Q

z x y z
x z dxdydz Q

y x y x

   
 

  
  

5.11 











.0,

,1,0,
:,)84(

3

zxyz

xyxy
Qdxdydzz

Q

 

5.12 3
36 , 0, 1,

(1 2 ) , :
, 0.Q

y x y x
x dxdydz Q

z xy z

  
 

 
  

5.13 
, 0, 2,

21 , :
, 0.

Q

y x y x
xzdxdydz Q

z xy z

  


 
  

5.14 
6

/10 /8 / 3 1,
, :

0, 0.
1

10 8 3

Q

x y zdxdydz
Q

x yx y z

  


   
   

 

  

5.15 2 2
10 , 1,

( 3 ) , :
0, 0, 0.

Q

z x x y
x y dxdydz Q

x y z

  
 

  
  

5.16 
2 2

, 0, 1,
(60 90 ) , :

, 0.Q

y x y x
y z dxdydz Q

z x y z

  
 

  
  

5.17 
9 , 0, 1,10 5

( ) , :
3 3 , 0.Q

y x y x
x dxdydz Q

z xy z

  
 

 
    

5.18 
4 , 0, 1,

(9 18 ) , :
, 0.Q

y x y x
z dxdydz Q

z xy z

  
 

 
  

5.19 2
2 , 0, 2,

3 , :
, 0.

Q

y x y x
y dxdydz Q

z xy z

  


 
  

5.20 
4

/ 2 / 4 / 6 1,
, :

0, 0, 0.
(1 )

2 4 6
Q

x y zdxdydz
Q

x y z x y z

  


    
  
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5.21 2
10( 3 ), 1,

, :
0, 0, 0.

Q

z x y x y
x dxdydz Q

x y z

   


  
  

5.22 
2 2

, 0, 1,
(8 12 ) , :

3 2 , 0.Q

y x y x
y z dxdydz Q

z x y z

  
 

  
  

5.23 
, 0, 1,

63(1 2 ) , :
, 0.Q

y x y x
y dxdydz Q

z xy z

  
 

 
  

5.24 
2 2

, 0, 1,
( ) , :

30 60 , 0.Q

y x y x
x y dxdydz Q

z x y z

  
 

  
  

5.25 
5

/ 6 / 4 /16 1,
, :

0, 0, 0.
(1 )

6 4 16
Q

x y zdxdydz
Q

x y z x y z

  


    
  

5.26 
, 0, 2,

, :
, 0.

Q

y x y x
xyzdxdydz Q

z xy z

  


 
  

5.27 2
10(3 ), 1,

, :
0, 0, 0.

Q

z x y x y
y dxdydz Q

x y z

   


  
  

5.28 
2 2

, 0, 1,3
(5 ) , :

2 15 , 0.Q

y x y xz
x dxdydz Q

z x y z

  
 

  
  

5.29 2 2
20(2 ), 1,

( 4 ) , :
0, 0, 0.

Q

z x y x y
x y dxdydz Q

x y z

   
 

  
  

5.30 
6

/ 8 / 3 / 5 1,
, :

0, 0, 0.
(1 )

8 3 5
Q

x y zdxdydz
Q

x y z x y z

  


    
  
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ИДЗ –2 Геометрические и физические приложения двой-

ных и тройных интегралов 

 

1 Найти площади фигур, ограниченных линиями: 

 

1.1 4,3,4,/3  yyeyxy
x . 

1.2 
22

366,36 yxyx  . 

1.3 )0(6,72
222

 yxyyx . 

1.4 yxyx 2,8
2

 . 

1.5 8,3,8,
3

 yyey
x

y
x . 

1.6 16,
2

1
,

2
 x

x
y

x
y . 

1.7 yxyx 4,5
2

 . 

1.8 )0(6,12
222

 yxyyx . 

1.9 )0(0,1232,12
22

 xxxyxy . 

1.10 9,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy . 

1.11 )0(0,32,24
22

 xxxyxy . 

1.12 )0(0,cos,sin  xxxyxy . 

1.13 xyxy 8,20
2

 . 

1.14 
22

1823,18 xyxy  . 

1.15 xyxy 4,32
2

 . 

1.16 5,2,5,/2  yyeyxy
x . 

1.17 )0(23,36
222

 yxyyx . 

1.18 4,/3,3  xxyxy . 

1.19 )0(0,36,366
22

 xxxyxy . 

1.20 2/5,/25
2

 xyxy . 
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1.21 16,/1,  xxyxy . 

1.22 7,2,7,/2  yyeyxy
x . 

1.23 yxyx 6,27
2

 . 

1.24 )0(0,6,72
22

 yyyxy . 

1.25 
22

66,6 xyxy  . 

1.26 4,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy . 

1.27 )0(0,cos,sin  xxxyxy . 

1.28 6,1,6,
1

 yyey
x

y
x . 

1.29 9,/3,3  xxyxy . 

1.30 xyxy 10,11
2

 . 

 

2 Найти площади фигур, ограниченных линиями: 

 

2.1 2 2
2 0,y y x    2 2

4 0y y x   , / 3y x , 3y x . 

2.2 .3/,0,08,04
2222

xyyyxxyxx   

2.3 2 2 2 2
6 0, 8 0, / 2, 2 .y y x y y x y x y x         

2.4 .,0,08,02
2222

xyyyxxyxx   

2.5 2 2 2 2
8 0, 10 0, , 2 .

2

x
y y x y y x y y x         

2.6 .,0,08,04
2222

xyyyxxyxx   

2.7 .0,,06,04
2222

 xxyxyyxyy  

2.8 2 2 2 2
2 0, 10 0, , 2 .x x y x x y y x y x         

2.9 .0,,010,06
2222

 xxyxyyxyy  

2.10 2 2 2 2
2 0, 4 0, /5, 5 .x x y x x y y x y x         

2.11 2 2 2 2
2 0, 4 0, 3 , 0.y y x y y x y x x         

2.12 2 2 2 2
2 0, 6 0, / 4, 4 .x x y x x y y x y x         



 176 

2.13 2 2 2 2
4 0, 6 0, 2 , 0.y y x y y x y x x         

2.14 2 2 2 2
2 0, 8 0, /3, 3 .x x y x x y y x y x         

2.15 2 2 2 2
2 0, 6 0, / 4, 0.y y x y y x y x x         

2.16 2 2 2 2
2 0, 4 0, 0, /3.x x y x x y y y x         

2.17 2 2 2 2
2 0, 10 0, / 2, 2 .y y x y y x y x y x         

2.18 2 2 2 2
2 0, 6 0, 0, / 2.x x y x x y y y x         

2.19 2 2 2 2
2 0, 10 0, /5, 5 .y y x y y x y x y x         

2.20 .,0,06,02
2222

xyyyxxyxx   

2.21 .0,,04,02
2222

 xxyxyyxyy  

2.22 2 2 2 2
2 0, 4 0, 0, 4 .x x y x x y y y x         

2.23 .0,,08,06
2222

 xxyxyyxyy  

2.24 2 2 2 2
4 0, 8 0, 0, 2 .x x y x x y y y x         

2.25 .0,,08,04
2222

 xxyxyyxyy  

2.26 2 2 2 2
4 0, 8 0, / 2, 2 .x x y x x y y x y x         

2.27 2 2 2 2
4 0, 8 0, 3 , 0.y y x y y x y x x         

2.28 2 2 2 2
4 0, 6 0, / 4, 4 .x x y x x y y x y x         

2.29 2 2 2 2
2 0, 10 0, / 2, 0.y y x y y x y x x         

2.30 2 2 2 2
6 0, 10 0, /3, 3 .x x y x x y y x y x         

 

3 Найти массу пластинки D , ограниченной кривыми с по-

верхностной плотностью  : 

 

3.1 D : 2
1, 0, 4 ( 0)x y y x y    , 2

7 .x y    

3.2 D : 2 2 2 2
1, 4,x y x y     0, 0,x y  0, 0x y  ,  

         2 2
/x y x y    . 

3.3 D : 2
1, 0, 4 ( 0)x y y x y    , 2

7 / 2 5x y   . 

3.4 D : 2 2 2 2
9, 16x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

      2 2
(2 5 ) /( )x y x y    . 
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3.5 D : 2
2, 0, 2 ( 0)x y y x y    , 2

7 /8 2x y   . 

3.6 D : 2 2 2 2
1, 16x y x y    , 0, 0, ( 0, 0),x y x y      

     2 2
( ) /( )x y x y    . 

3.7 D : 2
2, 0, / 2( 0)x y y x y    , 2

7 / 2 6x y   . 

3.8 D : 2 2 2 2
4, 25x y x y    , 0, 0, ( 0, 0)x y x y    , 

      2 2
(2 3 ) /( )x y x y    . 

3.9 D : 2
1, 0, 4 ( 0)x y y x y    , 3x y   . 

3.10 D : 2 2 2 2
1, 9x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

         2 2
( ) /( )x y x y    . 

3.11 D : 2
1, 0, ( 0)x y y x y    , 2

3 6x y   . 

3.12 D : 2 2 2 2
9, 25x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
(2 ) /( )y x x y    . 

3.13 D : 2x  , 0y  , 2
/ 2y x , ( 0y  ), 2

2 3x y   . 

3.14 D : 2 2 2 2
4, 16x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
(2 3 ) /( )y x x y    . 

3.15 D : 2
1/ 2, 0, 8 ( 0)x y y x y    , 2

7 3x y   . 

3.16 D : 2 2 2 2
9, 16x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
(2 5 ) /( )y x x y    . 

3.17 D : 2
1, 0, 4x y y x   , 2

7 2x y   . 

3.18 D : 2 2 2 2
1, 16x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
( 3 ) /( )x y x y    . 

3.19 D : 2
2, 2 , 0( 0)x y x y y    , 2

7 / 4 / 2x y   . 

3.20 D : 2 2 2 2
1, 4x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
( 2 ) /( )x y x y    . 

3.21 D : 2
2, 0, 2 ( 0)x y y x y    , 2

7 / 4x y   . 

3.22 D : 2 2 2 2
1, 9x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

         2 2
(2 ) /( )x y x y    . 

3.23 D : 2
2, 0, / 2( 0)x y y x y    , 2

7 / 2 8x y   . 
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3.24 D : 2 2 2 2
1, 25x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
( 4 ) /( )x y x y    . 

3.25 D : 2
1, 0, 4 ( 0)x y y x y    , 2

6 3x y   . 

3.26 D : 2 2 2 2
4, 16x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

        2 2
(3 ) /( )x y x y    . 

3.27 D : 2
2, 0, / 2x y y x   , 2

4 6x y   . 

3.28 D : 2 2 2 2
4, 9x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,   

           2 2
4 /y x x y    . 

3.29 D : 2
1/ 2, 0, 2 ( 0)x y y x y    , 2

4 9x y   . 

3.30 D : 2 2 2 2
4, 9x y x y    , 0, 0( 0, 0)x y x y    ,  

          2 2
2 /x x y    . 

 

4 Найти массу пластинки D , заданной неравенствами, с по-

верхностной плотностью  : 

 

4.1 D : 2 2
/ 4 0x y  , 2

y  . 

4.2 D : 2 2
1 /9 / 4 2x y   , 

2
0,

3
y y x  , /y x  . 

4.3 D : 2 2
1 / 4 25x y   , 0, / 2x y x  , 3

/x y  . 

4.4 D : 2 2
/9 / 25 1x y  , 0y  , 2

x y  . 

4.5 D : 2 2
/ 9 / 25 1, 0x y y   , 2

7 /18x y  . 

4.6 D : 2 2
1 / 4 4x y   , 0, / 2y y x  , 3

8 /y x  . 

4.7 D : 2 2
/9 1, 0x y x   , 6

7xy  . 

4.8 D : 2 2
/ 4 1x y  , 4

4y  . 

4.9 D : 2 2
1 / 4 /9 4x y   , 0, 3 / 2x y x  , /x y  . 

4.10 D : 2 2
1 /16 / 4 4x y   , 0, / 2x y x  , /x y  . 

4.11 D : 2 2
/ 4 /9 1x y  , 0, 0x y  , 3

x y  . 

4.12 D : 2 2
/ 4 1x y  , 0, 0x y  , 3 3

6x y  . 

4.13 D : 2 2
/9 / 4 1x y  , 2 2

x y  . 
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4.14 D : 2 2
/16 1x y  , 0, 0x y  , 7

5xy  . 

4.15 D : 2 2
/ 4 1x y  , 0, 0x y  , 3 7

30x y  . 

4.16 D : 2 2
1 /9 / 4 3x y   , 

2
0,

3
y y x  , /y x  . 

4.17 D : 2 2
/ 25 1, 0x y y   , 4

7x y  . 

4.18 D : 2 2
/9 1, 0x y y   , 4 3

35x y  . 

4.19 D : 2 2
/ 4 /9 1x y  , 2

x  . 

4.20 D : 2 2
1 /16 9x y   , 0, 4y y x  , 3

/y x  . 

4.21 D : 2 2
/9 1, 0x y x   , 8

11xy  . 

4.22 D : 2 2
1 / 4 /16 5x y   , 0, 2x y x  , /x y  . 

4.23 D : 2 2
1 /9 / 4 5x y   , 0, 2 / 3x y x  , /x y  . 

4.24 D : 2 2
/ 4 /9 1x y  , 0, 0x y  , 5

x y  . 

4.25 D : 2 2
/ 4 / 25 1x y  , 4

x  . 

4.26 D : 2 2
/16 9x y  , 0, 0x y  , 5 3

15x y  . 

4.27 D : 2 2
1 / 4 /9 36x y   , 

3
0,

2
x y x  , 3

9 /x y  . 

4.28 D : 2 2
/100 1x y  , 0, 0x y  , 9

6xy  . 

4.29 D : 2 2
/16 1x y  , 0, 0x y  , 3 9

105x y  . 

4.30 D : 2 2
1 /9 /16 2x y   , 

4
0,

3
y y x  , 5

27 /y x  . 

5 Найти объем тела, заданного ограничивающими его по-

верхностями: 

 

5.1 .0,3,2,4  zyzxyyx  

5.2 .2,0,2,216  zxzxyxy  

5.3 .15,0,0,,2
22

xzzyxyyx   

5.4 .3/55,0,3/5,5 xzzxyxy   

5.5 .0,12,,2  zyzxyyx  

5.6 .2/1,0,25,220  yzzyxyx  
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5.7 ).3(
6

5
,0,6/5,2/5 yzzyxyx   

5.8 )3(
18

5
,0,

18

5
,

6

5
yzzyxyx   

5.9 .0,5/4,3,6  zxzyxyx  

5.10 .2,0,24,219  yzzyxyx  

5.11 2 2
8, 2 , 0,x y x y x     30 /11, 0z y z  . 

5.12 .0,5/3,2,4  zxzyxyx  

5.13 .3,0,3,36  zxzxyxy  

5.14 ).3(
18

5
,0,

18

5
,

6

5
xzzxyxy   

5.15 .11/5,0,0,3,18
22

xzzyxyyx   

5.16 .0,4,3,6  zyzxyyx  

5.17 .3,0,32,37  yzzyxyx  

5.18 .9/)3(5,0,9/5,3/5 yzzyxyx   

5.19 .11/10,0,0,3,18
22

yzzxyxyx   

5.20 .2/1,0,22,217  yzzyxyx  

5.21 ).1(15,0,15,15 xzzxyxy   

5.22 .11/3,0,0,5,50
22

xzzyxyyx   

5.23 .0,3,4,8  zyzxyyx  

5.24 .0,2,2,216  zyzyxyx  

5.25 ).1(15,0,15,15 yzzyxyx   

5.26 .11/6,0,0,5,50
22

yzzxyxyx   

5.27 .0,
4

13
,2

22
 zxzyyx  
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5.28 .0,
4

9
,2

222
 zxzyyx  

5.29 ).0(,0,64,28
2222

 zzyxzxyx  

5.30 .0,4/5,2
222

 zxzyyx  
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ИДЗ-3 Векторный анализ 

 

1 Найти поток векторного поля a  через часть плоскости P , 

расположенную в первом октанте (нормаль образует острый 

угол с осью Oz ): 

 

1.1 

.142/:

,4)25(7





zyxP

kzjyixa



 

1.2 

.13/:

,39





zyxP

kzjixa



 

1.3 

.13/2/:

,7)27(2





zyxP

kzjyixa



 

1.4 

.123/:

,3)12(





zyxP

kzjyixa



 

1.5 

.13/:

,97





zyxP

kjyixa



 

1.6 

.13/:

,115





zyxP

kzjyia



 

1.7 

.12/3/2/:

,4)19(5





zyxP

kzjyixa



 

1.8 

( 1) ,

: 2 / 2 / 3 1.

a x i z k

P x y z

  

  
 

1.9 

.14/3/:

,
2

3
2





zyxP

k
z

jyia
 

 

1.10 

.19/3:

,2)15(9





zyxP

kzjyixa



 

1.11 

.12/:

,)27(27





zyxP

kzjyixa



 

1.12 

.14/3/2:

,)24(





zyxP

kzjya



 

1.13 

.1
932

:

,6)19()13(





zyx
P

kzjyixa




 

1.14 

.14/3/:

,)24(
2





zyxP

kzjyixa
 


 

1.15 

.19/3:

,20)334()127(





zyxP

kzjyia



 

1.16 

.1:

,)17(9





zyxP

kzjya



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1.17 

.13/4/:

,)21(





zyxP

kzjya



 

1.18 

.143/:

,11)35(





zyxP

kzjya



 

1.19 

.13/2/:

,22





zyxP

kzjixa



 

1.20 

.123/2:

,)12(74





zyxP

kzjyixa



 

1.21 

.13/2:

,1063





zyxP

kjyixa



 

1.22 

.16/2:

,2





zyxP

kjyixa



 

1.23 

.13/2/8:

,)21(62)121(





zyxP

kzjyia



 

1.24 

.13/4/2/:

,22





zyxP

kjyixa



 

1.25 

.13/82:

,829





zyxP

kjyixa



 

1.26 

.123/:

,2)14(7





zyxP

kzjyixa



 

1.27 

.13/2/4/:

,)1(2)1(





zyxP

kzjyixa



 

1.28 

.13/2/2:

,1036





zyxP

kjyixa



 

1.29 

.14/3/:

,)24(
2





zyxP

kzjyixa





 

1.30 

.14/3/:

,)1(247





zyxP

kzjyixa



 

 

2 Найти поток векторного поля a  через замкнутую поверх-

ность   (нормаль внешняя): 

 

2.1 
.0,0,0,1:

,)2(





zyxzyx

kejeixea
yxz


 

2.2 
.4,1,:

,)2()2()3(

222

2





zzzyx

kxyzjyeixza
x


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2.3 
.2222:

,)2()2(sin)7(ln

222




zyxzyx

kzejyzixya
y



 

2.4
.6),(36:

,)3()2()3(cos

222

2





zyxz

kyzjyxixza


 

2.5 
.0,0,0,22:

,)()3()(
2






zyxzyx

kxzjyxzixea
z



 

2.6 
.2,1,:

,)32()()cos6(

222




zzzyx

kzyjzeiyxa
x



 

2.7 
.32:

,)4/3()4(ln)24(

222

2





xzyx

kzxjyziyxa


 

2.8 
.3),(4:

,)4()1(

222




zyxz

kxyjxyiza


 

2.9 
.0.0.0,623:

,)()()(
2





zyxzyx

kzyjyxixza


 

2.10 
.0,0,0,2:

,)()3()(

222

2





zyxzzyx

kzxyjyxzixyza


 

2.11 
.0,0,0,1:

,)3()2()(
22





zyxzyx

kzyjyxixea
y



 

2.12 
.5,2,:

,)3()2(

222




zzzyx

kxyjyeixza
x



 

2.13 
.2222:

,4/)4/(ln)4/(

222




zyxzyx

kzjyxixea
z



 

2.14 
.2),(4:

,)21()2()23(

222




zyxz

kzjyzizxa


 

2.15 
.0,0,0,22:

,)12()()2(





zyxzyx

kzjyxixea
y


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2.16 
.3,2,:

,)1()()(

222

22





zzzyx

kzxjyxziyxa


 

2.17 
.32:

,))(4/1()()2(

222




yzyx

kzejyxzixea
xyy



 

2.18 
.2),(8:

,)53(3)(

222




zyxz

kxzjxiyza


 

2.19 
.0,0,0,632:

,)2()1()8(
2





zyxzyx

kzxyjxixyza


 

2.20 
.2:

,)3()(

222

22

xzyx

kxyjyxizya






 

2.21 
.0,0,0,1:

,)()2()2(
2





zyxzyx

kzxjyxzixyza


 

2.22 
.6,3,:

,)2(sin)3(sin)2(sin

222




zzzyx

kzyjyxixza


 

2.23 
2 2 2

(cos / 4) ( / 4) ( / 4 1) ,

: 2 3.

x
a z x i e y j z k

x y z z

     

    
 

2.24 












.1

,
:

,)(sin)2()1(

222

z

yxz

kzxjyxixxa


 

2.25 












.0,0,0

,22
:

,)4()211()65(
22

zyx

zyx

kzxjyxiyxa


 

2.26 












.3,1

,
:

,)()2()6(

222

22

zz

zyx

kzyxjxyeixzya
z


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2.27 

.8424:

,)2()(
4

1
)(

2

1

222




zyxzyx

kxyjyxzizxa


 

2.28 












.3

),(9
:

,)16()()3(

222

2

z

yxz

kzjyxixyza


 

2.29 












.0.0,0

,632
:

,)2()(sin)2(

zyx

zyx

kzxjyxixyza


 

2.30 
.2:

,)()4()18(

222
yzyx

kzejyzxixa
x






 

 

3 Найти работу силы     jyxQiyxPF


;;   при перемеще-

нии вдоль линии L  от точки  yxM ;  к точке  yxN ; : 

 

3.1 

).2,0(),0,4(

,отрезок:

,)2()2(
22

NM

MNL

jxyiyxF






 

3.2 

2 2

( ) ,

: 4 ( 0),

(2,0), ( 2,0).

F x y i j

L x y y

M N

  

  



 

3.3 

).2,0(),0,4(

,отрезок:

,)2()2(
22

NM

MNL

jxyiyxF






 

3.4 

).0,2(),0,2(

),0(4:

,2)(

22







NM

yyxL

jxiyxF


 

3.5 

).0,
2

1
(),0,

2

1
(

),0(12:

,

22







NM

yyxL

jxiyF


 

3.6 

).1,1(),1,1(

,:

,)()(

2

NM

xyL

jyxiyxF







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3.7 

).0,3(),0,3(

),0(9:

,)()2(

22

2







NM

yyxL

jxxiyxyF


 

3.8 

).1,0(),0,1(

,отрезок:

,
2

NM

MNL

jyiyxF






 

3.9 

).3,0(),0,1(

),0,0(1
9

:

,)()(

2
2

NM

yx
y

xL

jyxiyxF






 

3.10 

).0,1(),0,1(

),0(1:

,

22







NM

yyxL

jxiyF


 

3.11 

).0,0(),0,2(

,21при,2

,10при,
:

,)()(
2222

NM

xx

xx
L

jyxiyxF












 

3.12 

).0,2(),0,2(

),0(2:

,

22







NM

yyxL

jxiyF


 

3.13 

).1,0(),0,1(

),0,0(1:

,2

22

NM

yxyxL

jyixyF






 

3.14 

).0,(),0,(

),0(:

),2)((

222

22

RNRM

yRyxL

jiyxF








 

3.15 

).0,1(),0,1(

),0,0(1:

,)()(

22

2222







NM

yxyxL

jyxxyiyxyxF


 

3.16 

).2,0(,)0,2(

,4:

,

22

33

NM

yxL

jyixF






 

3.17 

).4,0(,)0,4(

),0,0(16:

,)()(

22

2222

NM

yxyxL

jyxxyiyxyxF






 

3.18 

).0,0(),0,(

,sin:

,

NM

xyL

ixyF







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3.19 
2 2

2 2

,

: 9 ( 0, 0),

(3,0), (0,3).

F y i x j

L x y x y

M N

 

      

3.20 

).1,0(),0,1(

,отрезок:

,)()(
22

NM

MNL

jyxiyxF




 

3.21 

).3,0(),0,3(

),0,0(9:

,

22

2

NM

yxyxL

ixF






 

3.22 

).2,0(),0,2(

,отрезок:

,)(
22

NM

MNL

jyiyxF




 

3.23 

).2,0(),0,2(

),0,0(4:

,

22

22

NM

yxyxL

jxyiyxF






 

3.24 

).2,1(),0,0(

,2:

,)(

2

2

NM

xyL

jxiyxyF






 

3.25 

).0,3(),0,3(

),0(9:

,)2()(

22

2







NM

yyxL

jyxiyyF


  

3.26 

).3,0(),0,1(

,отрезок:

,

NM

MNL

jyixF




   

3.27 

).3,0(),0,1(

),0,0(1
9

:

,

2
2

NM

yx
y

xL

jyixF






 

3.28 

).2,1(),0,0(

,2:

,
2

)(

NM

xyL

j
x

ixxyF




 

 

3.29 
2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ,

: / 4 / 4 1( 0),

(0,0), (1,2).

F x y i x y j

L x y y

M N

   

     

3.30 

).8,2(),0,0(

,:

,

3

NM

xyL

jxiyF





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4 Найти циркуляцию векторного поля a  вдоль контура   (в 

направлении, соответствующем возрастанию параметра t ): 

 

4.1 
2

,

2 / 2cos , 2 / 2cos ,
:

sin .

a yi xj z k

x t y t
Г

z t

  

  




 

4.2 













.3

,sin4,cos4
:

,

33

32

z

tytx
Г

kzjiyxa


 

4.3 











).cos1(2

,sin,cos
:

,)()()(

tz

tytx
Г

kyzjxzizya


 

4.4 
2

,

cos , ( 2 sin ) / 2,
:

( 2 cos ) / 2.

a x i y j z k

x t y t
Г

z t

  

  




 

4.5 











.cos1

,sin4,cos4
:

,)()()(

tz

tytx
Г

kyzjxzizya


 

4.6 











.sin2cos22

,sin2,cos2
:

,32

ttz

tytx
Г

kxjxiya


 

4.7 











.1

,sin2,cos2
:

,2

z

tytx
Г

kyjxiza


 

4.8 











.3

,sin,cos
:

,

z

tytx
Г

kzjxiya


 

4.9 











.1sin2cos2

,sin2,cos
:

,
2

ttz

tytx
Г

kyjzixa


 

4.10 











.sin3cos33

,sin3,cos3
:

,33

ttz

tytx
Г

kxjxiya


 

4.11 













.1

,sin2,cos2
:

,2
32

z

tytx
Г

kxzjiyxa


 

4.12 











.3

,sin3,cos3
:

,6

z

tytx
Г

kxyjxiza

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4.13 













.cos2

,sin2,cos2
:

,
2

tz

tytx
Г

kxjyiza


 

4.14 











.2sin3cos2

,sin3,cos
:

,2
2

ttz

tytx
Г

kyjzixa


 

4.15 











.4/13/)(sincos

,3/)(sin,2/)(cos
:

,
3

1 2

ttz

tytx
Г

kyjzixa


 

4.16 











.sin4cos44

,sin4,cos4
:

,34

ttz

tytx
Г

kxjxiya


   

4.17 











.4

,sin5,cos5
:

,

z

tytx
Г

kzxjxiza


 

4.18 











.0

,sin2,cos2
:

,

z

tytx
Г

kyjxiza


 

4.19 











).cos1(2

,sin3,cos3
:

,)()()(

tz

tytx
Г

kyxjxzizya


 

4.20 











.sincos4

,sin,cos
:

,2

ttz

tytx
Г

kxjziya


 

4.21 











.sin

,sin,cos
:

,
2

tz

tytx
Г

kzjxixza


 

4.22 











.5

.sin,cos
:

,3
32

z

tytx
Г

kyjiyxa


 

4.23 











.3/1

,sin6,cos6
:

,7

z

tytx
Г

kyzjxiza


 

4.24 











.sin

,sin,cos
:

,
2

tz

tytx
Г

kyjxixya


 

4.25 











).cos1(3

,sin2,cos2
:

,)()()(

tz

tytx
Г

kyxjxzizya


 

4.26 











.3sin3cos4

,sin3,cos2
:

,
2

ttz

tytx
Г

kyjzixa

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4.27 











.8

,3/)(sin,3/)(cos
:

,2
2

z

tytx
Г

kxjxiza


 

4.28 











.3sin4cos2

,sin4,cos
:

,3
2

ttz

tytx
Г

kyjzixa


 

4.29 











.1sin4cos6

.sin4,cos
:

,2
2

ttz

tytx
Г

kyjzixa


 

4.30 












.4

,sin2,cos2
:

,4
32

z

tytx

kxjiyxa


 

 

5 Найти дивергенцию векторного поля a : 

 

5.1 kjxiyxa


 )(
2 . 5.2 kyjizxa


 . 

5.3 kxyjxziyza


 2 . 5.4 kxjyzixa


 . 

5.5 kzjxiyxa


 )( . 5.6 kzjxiya
 2

 . 

5.7 kyjxziyza
 2

2  . 5.8 5 kxzjyzixya


 . 

5.9 kzjxiya


 )1( . 5.10 kzjxiya
 2

 . 

5.11 kxyjixa


 24 . 5.12 kzjxiya
 2

32  . 

5.13 kyjyiza


23
2
 . 5.14 kzjxiya


352  . 

5.15 kyzjxziya


222  . 5.16 kzjxiyxa
 2

)(  . 

5.17 kyjixza


 . 5.18 kxjxziyza
 2

2  . 

5.19 kxjyzixa


 4 . 5.20 kjiya


 2 . 

5.21 kzjxiya
 2

3  . 5.22 kyjxziyza
 2

2  . 

5.23 kxzjyzixya


 )2( . 5.24 kzjxiya
 2

3 . 

5.25 kzjxiya


2 . 5.26 kzjyzixa


2
2

 . 

5.27 kzjxiya
 2

2  . 5.28 kyjyiza


223  . 

5.29 kjxiyxa


6)(  . 5.30 kxzjxia


334  . 
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